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METHODES DE CALCUL APPROCHE DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

D'UNE FONCTION A PARTIR DE LA D.F.T. DU VECTEUR DE SES VALEURS

EN 'DES ABSCISSES DISCRETES

APPLICATION AU CALCUL APPROCHE DES COEFFICIENTS DE FOURIER

II-1 - RELATION ENTRE D.F.T. ET TRANSFORMATION DE FOURIER

II-1-1 - Distribution A . Produit Ag

Soit A la distribution sur R définie par

b= T § (II-1 ; 1)
N

ol 6& est la mesure de Dirac placée 3 l'abscisse o .

Su est une distribution & support ponctuel donc compact (5Oc €e)

qui 3 toute fonction ¢ € € (ensemble des fonctions indéfiniment dérivables
sur [R) fait correspondre un scalaire noté <6u,q>'tel que (cf. SCHWARTZ Eﬂl
page 83)

By = (o)

Naturellement A € &' et




II-2
N-1
<hAyp> =<5 Sy,
s =0 %%,
N-1
T2 ke
N
N-1
, KT
<A, > = L ¢CTTJ

Soit maintenant g une fonction continue et bornée, définie sur R et A

valeurs complexes.

SCHWARTZ (|}J P. 99-100) a montré que dans ce cas on pouvait définir le

produit A.g comme étant une distribution vérifiant :

En posant :

<Ag,p> = <4,gp>

N-1
kT kT
LRI
kT
g(TWJ = By
N-1
<bg,p> = § <gk (Skfl"’cp->
a N
N-1

(II-1 ; 2)
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Ag est une distribution 3 support borné. Sa transformée de Fourier est

donnée par (cf. SCHWARTZ [1] p. 210)

..2'
5/ [ag] (£) = <ag(t), e 2L,
N-1 )
= T g <& o 2imft,
k=0 —N—
N-1 . - kT
~2imf £&
F [ag] (£) = & e TN

Si la fréquence f prend les valeurs %-(ce qui correspond 4 un nombre entier

de périodes sur[Q,Tj)

N-1

. s
: ~2im L
Gl = 2 me e N

(II-1 ; 3)

En calculant la Transformée de Fourier inverse de Ag, on aurait obtenu :

. N-1 . Jk
— +21
gr[Ag](%g = I g e “1TN (II-1 ; 4)
k=0
Or, nous avons vu que, partant d'un vecteur de coordonnées gy (k=0,...,N-1)

D.F.T. et I.D.F.T. fournissaient deux vecteurs G et §+ par les formules
(1-8;2)

} N-1 . jk . N1 . gk
G. = % I e 2111.N K Gl = 3 e21ﬂ‘N X
] k=0 ) k=0
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Effectuer la D.F.T. (ou L'I.D.F.T.) sur un vecteur de coordonnées 8k

revient donc_ (4 un coefficient miltiplicatif prés dgal a 'IlTI dans le
cas de la D.F.T.) & calculer la Transformée de Fourier (ou son inverse)

ENI pour des valeurs de la fréquence égales Q&

Voyons le lien qui existe entre les G} et la transformée de Fourier de la

fonction g.

6; = 5 G lael b

La propriété fondamentale de la Transformation de Fourier qui transforme
convolution en multiplication et multiplication en convolution (cf. SCHWARTZ

[l] P. 218) appliquéea E;rfhg] nous donne :

_ .
l G %I-[STAx@’g](%) I (I1-1 ; 6)

]

G = <t Fa -0, Gz (II-1 ; 7)

G;].-, est la valeur en % du produit de convolution de la fonction —I%I' §TA

-~ + « . - .
par la T.F. de g. De méme Gj est la valeur en %- du produit de convolution

de la fonction 5TA par la T.F. inverse de g .
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II-1-2 - Transformée de Fourier de A/N

A/N € €' et 1'on peut écrire :

N-1 .
Ly o 1 | . -2imit
R0 = § T <O (0, e >
k=0 3
N-1 . T
=41 e A (I1-1 ; 8)
k=0
) 1[ 1_6-217rT>\ ;
- NL T
1'6:_21,HN->\
1 o~ 1mTA [ el’ITT)\_e—lTTT)\
TN LT, LT - T
e—lWNA elﬂN-)\_e—me
1 sinmTA Tl |
3 Fan) = et N (II-1 ; 9)
N sinm NA
Remarquons que :
L0 =1
S Ga®) =0 pour p = 1,2,...,N-1 (IT-1 ; 10)

La formule (II-1 ; 8) montre que % §7A est une fonction périocdique de péricde
T dont les coefficients de Fourier sont égaux a N pour k=0,...,N-1

et nuls pour les autres valeurs de K.




On suppose :

I1-6

Sur la figure 1 on a représenté les tracés de la partie réelle, de la

partie imaginaire et du carré du module de cette fonction.

Remarque :
La périodicité de % QTA entraine celle de §-€§'Axfﬁé avec la méme période,
et ce quel que soit gfga

e = W I xF e D < [§F0xFeg -6

Il est itnutile de calculer Gj pour plus de N valeurs consécutives de
L'indice j.

On a vu que l'algorithme de Cooley et Tukey permettait d'obteniv
Ggpour J =0,...,N-1 . Mais il est préférable de considé?er les G. obtenus
pour j = g,,..,N—l comme les valeurs de r_ll\T ﬁA * grg] (-’]-.%’N-
puisque cela correspond d des valeurs de la fréquence, négatives, mais plus

petites en valeur absolue.

II-2 - APPLICATION AU CALCUL DES COEFFICIENTS DE FOURIER D'UNE FONCTION PERIODIQUE

Soit gp une fonction continue et bornée, définie sur R et a valeurs dans €,

périodique de période T et telle qu'on puisse la développer en série de Fourier :

m

+oo ZlTTT t

gr(t) = I C e (II-2 ; 1)
m=-

+co

b |cm| < +o0 (I1-2 5 2)

m=-co
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Aux instants %% (k =0,...,N-1), 1a fonction“gT'prend les valeurs :

KT
g = g
oo 247k
-1 Cc e N
= =00 m
¥m€Z, 3 €7, g€ {0,...,N1} | m=sN+q

La convergence des.modules de la sérdeqm (II-2 ; 2) permet d'écrire :

N-1 o0 Ziﬂ_(.s_l\%ﬂ)_m
g = I C e
K 420 §=—w SNq
N-1  +o 2ingd
= % (z C ) e
G=0 =0 SN+q
N-1 -~ 2indf
g = = C e (I1-2 ; 3)
q=0 4 ,
. N-1 ~ Zin-% t
La fonetion gT(t) = I qu a la méme période T que g et prend les
q=0 '
mémes valeurs 8) aux abscisses %; (c'est 1'interpolation trigonométrique de

degré N de gT).

A &tant défini par (II-1 ; 1), le produit AgT ne faisant intervenir grQue

. kT
pPar ses valeurs aux abscisses N ocoonac:

1 1 ~
N %8y =§ ler
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Ce quil entraine :

6 = 5 F lagy] p - £S5l

D'aprés (II-1 3 7)

6T = ¢ Fad -0, Fe >

J
On a
INI N-1 -
Tlg W)= C 8
T.
=0 1 4
D'ou :
N-1 :
P | &k -
SRR S

ce qui, compte-tenu de (II-1 ; 10), nous donne :

G =cC..
] J
En résumé
. M
+o0 21Tm=t “+00
_ T echant, -, (KT, D.F.T. - _
gr(t) = I Gpe — & T = 67 E Coyg
k=0, ...,N-1 j=0,...,N~1

(I1-2 ; 4)

Lorsqu'on "échantillonne'" une fonction de période T 3 raison de N points
équidistants par période, si 1l'on effectue la D.F.T. sur le vecteur obtenu avecN
points consécutifs a partir de 0, on recueille pour chaque valeur de 1'indice
allant de 0 3 N-1 la somme des coefficients de Fourier de la fonction ayant
le méme indice modulo N . ’

Voir exemple numérigue (en annexe).
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II-3 - CALCUL APPROCHE DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER D'UNE FONCTION

II-3-1 - Interpolation par un polyndme trigonométrique

Etant donnée une fonction g non périodique connue par ses valeurs
aux abscisses %% (k = 0,...,N-1) la fonction gr périodique de période T

ayant pour coefficients de Fourier :

~ - 1 N1 —ZIW%S
C. =G. =% I e g j € {0,...,N-1}
J J N k=0 k
(II-3 ; 1)
Cj = O j g {O’o-o,N—l}
est telle que
IR %
éT(__l;_\II) _ NZ]. 6 eZlTTN
q=0 4
gT(%g = g pour k € {0,...,N-1}
Les Cj vérifient :
~ ~ —Ziw-i t
;=7 lpg®e Tt (I1-3 ; 2)

~

La fonction g colncidant avec gp sur [D,T[' et nulle ailleurs admet pour

transformée de Fourier :

Glgl 0) = £ g e Mt

dt

=2im\t

T ~
fO gT(t) e dt
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Lorsque A prend la valeur %-(j =0,...,N-1), compte tenu de (II-3 ; 2)

g I.-g:l (JT') = TCj

D'ol, en tenant compte de la remarque du paragraphe (II-1 ; 2)

T G.
j ]L
i N
J = O,..., —2-"'1

n

F e &

S0 B -Ic
(II-3 ; 3)
o 1-N. -
§lel &P =16
j = % seeesN-1
o
Flel & =16

I1-3-2 - Interpolation linéaire

Nous avons vu précédemment au paragraphe (II-1 ; 1) que si g
était une fonction continue et bornée, définie sur R et 3 valeurs dans €,

et A la distribution

N-1

% 6
- kT
k=0 3

leur produit était la distribution

N-1

Ag = T g 3§
ko ¢ K
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Soit h la fonction sur R définie comme suit :

h
T . T 1
1- "lLTI\lT si |t] < N !
h(1)
O ailleurs 4
B 0 T
N
(II-3 ; 4)
Effectuons la convolution de la distribution Ag avec la fonction h .
C'est une fonction que nous noterons §.
a(t) = [ag x h] (1)
= <Ag(t), h(t-1)>
N-1
= <I g (0, h(t-1)>
k=0 —_—
N
N-1
A kT
g(t) = kZO g h(t- %) (II-3 ; 5)

Quel que soit t € R, on peut trouver q € Z et u € [O, %[_téls que

N-1

g(qgﬁu) = 2

k=0 K h(4E +




I1-12

Compte-tenu de la définition de h et de 1"intervalle de variation de u,

h( (g&k) T

+ u) # O entraine que gk doit prendre soit la valeur 0, soit

la valeur -1.

=0 :

D'ol, en introduisant 8.1 7 &

ar. T T
pour q € {-1,...,N-1} gla g+ = g h(U)+qq+1 h(- g v

+u) = gq(l—u.%b + g u g, (II-3 ; 6)

q+l

o

~

Q
zZi3

ar T
u=03 g N—) = gq

T a T
u-=>g = g(q N tu) > 8q+1

pour t tel que q £ {-1,...,N-1} g(t)

i
o

La_fonction g obtenue par convolution de Ag avec h est donc la fonetion

continue, nuZZe en dehors de [— , T lindaire sur chaque intervalle
[a 5 w (@) N] et telle que g(q N) =g
(voir figure 2),

q’

Cherchons la transfofmée de Fourier de cette fonction :
%gl = Fng x ]
G (el =5l Fn]

Pour la valeur j/T de 1l'abscisse elle prend la valeur

SRld = § (] P & &




1I-4 -
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De méme, pour la transformée inverse de Fourier

FED = Fheld. Fhid.

On calcule aisément :

. T

- sinmA

S -5 1 N2 (113 5 7)
m

i

FTh] )

N

D'ol les valeurs exactes des transformées et transformée inverse de Fourier
de: la fonction § pour les abscisses %-(j € Z) 3 partir de la D.F.T. et de
1'I.D.F.T. des échantillons g (k = 0,...,N-1) de la fonction g

g:[] j sinm % ) -
gl = T.(—=)".C;
81T ﬂ% iN Y Y
jy~J (modN) € {0,...,N~1}
=y T sinm N2 o+
SE@ -5 & i Sy (I1-3 ; 8)

CAS D'"ECHANTILLONS' PRELEVES ENTRE a ET a+T

II-4-1 - Distribution Aa

Posons : N-1

SN (I1-4 ; 1)

a — ——
k=0 a+ N

Le produit de cette distribution avec la fonction g est la distribution

N-1
Aa.g = I 89y S KT (1I1-4 ; 2)

k=0 3.+TN-
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en posant :

kT
gay = glar 3.

La propriété du produit de convolution de 2 distributions de Dirac

(auXGB =6a+8) permet d'écrire :
Aa”g = (k§O gay. ékT) * Ga (II-4 ; 3)

> >
8i 1l'on note Ga  la D.F.T. du vecteur ga , en prenant la transformée

de Fourier de (1I-4 ; 3) aux abscisses %-on a

Fla, el = N ea. G,

la T.F. de Ga étant la fonction e_Zlﬂaf
r iy _ -2ima & -
Gyl = ™ T . N G
(I1-4 ; 4)
De méme . j pira %. )
G:LAagl('T") = e . G aj
11—4—2-2353.:_?2_
Dans ce cas particulier :
2 1y = ro1nd -
Al 4 gl = (1 NGy
‘ (II-4 ; 5)
8o gld) = (17 M,
g/[ _’}_: gl (T) ( . ) ]

2
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Pour calculer la T.F. d'une fonction dont les.échantillons sont pris entre
T T P L

-5 et 7 on calcule la D.F.T, du vecteur de ces échantillons et l'on change

de signe les composantes d'indices impair du vecteur résultant. Puis on

utilise les approximations du paragraphe (II-3)

Remargue :
. 1 T T
si ga, = > [g(- =) * g('z—)]
T, kT
gak=g(— >* —N—) k=1,...,N-1

celd revient & faire le produit de g par

' " N-1

-1 4
A_% = 2{6_I.+6 I? + kzl 6_%.+ kI (II-4 ; 6)
2 2 4 N
dont la transformée de Fourier est réelle :
simrTA(%— - %I-)
G [A'T(N) = cosnTA [1+2 11 (I1-4 ; 7)
sinm TA =

N
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ITI-1 - FONCTION DE CROSS-CORRELATION ET CROSS-SPECTRE DE DEUX FONCTIONS
FONCTION D'AUTO-CORRELATION ET SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION

IIT-1-1 - Définition de la Fonction de Cross-Correlation

a) Soient g, et g, deux fonctions continues et bornées (|gl(t)| =M
et |g2(t)|S MZ sur R et 3 valeurs dans (.
Leur fonction de cross-correlation est définie par la limite suivante

(quand elle existe) :

0
. 2
Lgl CC gzl(u) = élm -% g, 6 gliti.gz(t+u)dt (I1I-1 ; 1)
-»00 — ——
On a : 2

|[g1 CC gyl ()] = My.M,

b) Dans la suite nous considérerons des fonctions a support borné, par

exemple gl(t) 20 et gz(t) =0 pour tout t £ [a,b] , dont la fonction
de cross-correlation telle qu'elle est définie par (III-1 ; 1) est nulle.
Dans ce cas nous conviendrons de ne pas faire tendre 8 vers 1'infini

et nous prendrons comme définition de la fonction de cross-correlation

de g1 et g, :

[gl CC gz](u) = 5%5 fg gl(t).gz(t+u)dt (IT1-1 ; 2)
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On voit que pour u £ [}(b-a),(b—a)] on am£g&wpc gzl(u) z 0.

On a toujours la majoration :
[g; CC g ()] = M;.M,
(III-1 ; 2) peut encore s'écrire

(g, CC g, (W) = g J1o E (0 g, (tHu)dt

En posant X = -t et g{ x) = gl(—X) on obtient

1 oo T . Y-
lg; CC gl = 525 /., 8 (X).gyu=x) dx (I1I-1 ; 3)
Dans le second membre de cette égalité on reconnait un produit de convolution

1

(g, CC gl = 5= [g *e,] @) (I11-1 ; 4)

Dans le cas ol g et g, sont d support borné, leur fonction de cross-cor-

relation est le quotient du produit de convolution de g{ avec g, par la lon- |

gueur du support.

Dans les deux cas, la loi de composition n'est pas commutative.

Si g, et g, sont réelles [gz cc glj(u) = Egl cC gZ](—u)

II1I-1-2 - Définition du cross-spectre de 2 fonctions

C'est la transformée de Fourier de leur fonction de cross-correlation.

On _le notera P .
8182

- _ o yom2imtu -1+ 5
Pglgz(f) =G lg CC g,1(6) = s [g; CC g,](we du  (I7I-1 ; 5)
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111-1-3 - Fonction d'Auto-correlation et Spectre de Puissance

Fonction d'Auto-correlation :

C'est le cas ou g et g, sont égales (g‘1 =g, = g) .

3
[gcC gl = :éimié- SZ 5 B g(tru)dt (ITI-1 ; 6)
~»00 —

2

Si g est 3 support borné (g{t) =0 si t [ [a,b])

b ——

[gCCglw) = g /o B . gltru)dt (111-1 ;5 7)
l b-a “a

1 —
gClg=p78 %8
Spectre_de_puissance : C'est la transformée de Fourier de la fonction d'Auto-

correlation

P () = & [g cc g](®) = sLiz CC €] () oAUy, (III-1 ; 8)

III-2 - CAS DES FONCTIONS SEMI-PERIODIQUES

I1I-2-1 - Définition et propriétés

Une fonction g définie sur R et a valeurs dans € sera dite semi-périodique

si elle admet un développement de la forme

400 R
gty = I c¢ eZlefmt

0 (111-2 ; 1)

avec =
+m‘
£ ER ¢y €€ | z e | <+

= =00

C'est une forme particuliére des fonctions presque périodigues.
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La répartition des fréquences fm sur R peut &tre absolument quelconque, sim-
plement m # q => f # fq (Si i1 existe T € R tel que pour tout m on puisse
trouver q € Ztel que f —‘ﬂ alors le développement (III-2 ; 1) se raméne a un

développement en série de Eourier et g est périodique de période T).

La transformée de Fourier d'une fonction semi-périodique g admettant le déve-

loppement (III-2 ; 1) est la distribution

+00

gilg] = (Sfm ‘ | (I1I-2 ; 2)

m= —00

Ce qui nous permet d'énoncer qu'une fonction semi-périodique n'est pas somma-
1 : ‘ . . :
ble (g £ L ) car la transformée de Fourier d'une fonction sommable est une

fonction continue (cf. SCHWARTZ,DJ p. 200).

III-2-2 - Fonction de Cross-correlation et cross-spectre

Soient g et 8, deux fonctions semi-périodiques

+00 +oo

g, () =% col it fler col€c T feol] <4
(I1I-2 ; 3)
+00 +00
gz(t) =I co 2 Zlﬂf t f € R co2 €T I |coi| < 4o
m=-co , m=-o

Effectuons l'union des suites fi et f

N N B
(£} = (€1 U £
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et posons

. 1 _ 1
. si &m | £ = fq alors co o
Cq = => by |cq| < 4o
sinon O Q==
. 2 _ 2
. si @m l,fm = fq alors co_ o
Cq = => n ‘qu < 4o
sinon O Q==
ce qui permet d'écrire :
, 1 2imegt
gl(t) = % c et'q
Q=== (I1I-2 ; 4)
2 2imfqt
g,(t) = L cje 1Tiq
q:—OO

Pour calculer la fonction de cross-correlation de g, et g, nous utiliserons

la définition (III-1 ; 1) puisque g, et g, ne sont pas a support borné.

Introduisons la fonction g1 Q§ g, dont la limite pour 6 - © nous donnera

g € g

. gz(t+u)dt

]
@]
N,
o] @
o
—
Vo'
(—f
p—

[e, <€ g,] (W)

6 .
= +00 e .

_1 gz L (2 oL o2ty 5 Cczl o2iTEq (t+u) 4
-2

m=-—co = =00

que l'on peut écrire, compte tenu de la convergence des séries des modules

de C1 et C2
m m
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0
+00 e F00O N Y . .
[g, CC g, J(w) = % <os 2 g2imiqu 1 27 MeZlTT(fq'fm)t dt
17y =2 N fw 5 6
m=s q=-o ;

+00 e +00 e sinm(f -f )0 .
S R S . T Amgu 112 ;5
q=_°0 q. q. N==-00 q- q m

m#q

[, cc g,] ()

Lorsque 6+ «, g, CC g, > 8 CC g,

(g CCglw) = = ¢ (I11-2 ; 6)

La fonction de cross-correlation de deux fonctions semi-périodiques est aussi
semi-périodique. Sa transformée de Fourier nous fournit le cross-spectre de

g et g qui est donc la distribution

8 { (I11-2 3 7)

Une autre écriture peut &tre employée falsant apparaltre le module du coefficient

de chaque fréquence et la phase qui est associe a cette fréquence, :

‘Nous avons vu que Cl €EC et Czye ¢.
q q
"P:oséns = pl e_iq%l avec 1. €R g€ [o,2n[
' qa 9 q ’ q ’

. 2
co = rg e 1% avec ré €ER cpgl €. [0,2n]

N
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Les expressions de 81 et g, deviennent :

400 . . 1
g,(t) = I ré A (2mEqt=%g)
q:—OO
La fonction de cross-correlation s'écrit alors :
+00 . 2 1 .
[g, CC g,J(w) = 2 L p2 omilegRy) 2y (I1I-2 ; 9)
) I
et le cross-spectre :
400 o2 .1
Pog = I r(ll ré e“l(%'q’q)af (11I-2 ; 10)
1°2 g=-« q
En désignant par Il et I2 les ensembles d'indices tels que
I. ={q €7] 40y
1= 1a q «
1,=1{q €2 |c#0}
2 ! q g
on obtient :
1 .2 _i[2nf u—(CpZ—C;Jl)]
[gl CC gzl(u) = z rd rq e q q 9’4, N
q€IL; NI, (I11-2 ; 11)

et o2 1
p = 2 e’l(thqh)af
glgz qellnlz q q q
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La fonction de cross-correlation de deux fonctions semi-périodiques ne
"pecueille'" que les fréquences communes aux deux signaux. Le module du
coefficient de chaque fréquence est égal au produit des modules des coef-
ficients de chacune des fonctions pour la méme fréquence, la phase at-
tachée 3 cette fréquence étant la différence entre la phase de la 2éme

S
fonction et celle de la 1°°°.
La fonction de cross-correlation de deux fonctions n'ayant pas de fréquence

commune est la fonction nulle.

Le cross-spectre de deux fonctions semi-périodiques est une distribution

de masses de Dirac complexes sur R.

III-2-3 - Fonction d'Auto-correlation et Spectre de puissance

T 2imE t

g8 =8, -8 g(t) = I qelﬂq ch(E

ou
> L (2mf t-
g(t) = 1 1 et(Zriqt=%) r ER

—— q

Les formules (III-2 ; 6) et (III-2 ; 9) deviennent

e 2 2irf e 2 2imf
[gCC gl(w = = 1cq| e“tMat - 5 (x)" e 1Tiqu (I1I-2 ; 12)

q:—oo q:—oo

La fonction d'auto-correlation d'une fonction semi-périodique a tous ses
coefficients réels et positifs.(Les déphasages ¢a ont disparu). Ce quil

entralne que, quel que soit u :

I[gcc gl = |[gcC glO] (11I-2 ; 13)
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Pour le spectre de puissance de g , (I1II-2 ; 7) et (III-2 ; 10) se trans-

forment en

+00 +00 l

q = q l

Le spectre de puissance d'une fonction semi-périodique g est une distri-
bution de masses de Dirac réelles placées aux abscisses f_ et proprotion-

nelles au carré du module du coefficient correspondant.

I11I-2-4 - Fonctions réelles

Nous supposons fo =0
<O =>f <0
4 q

>0 =>f >0
q q

Si gy et g, sont réelles, on a alors

L=l er 2 =rler
0 0 o] o)
t quelqu it : f = -f
et quelque soit q @ -q q
1 _ T 2 _ 2 .
= C . c” =c I111-2 ; 14
‘9" "q -q ~ q ( )
Si, comme on 1l'a wvu i
1 .2
1 _ .1 -1, 2 _ 2 -igy
c-c=1-¢e 9 ct=1"=e
q q q q

cela entraline

. . 2
1 _ .1 1 ~ 1
ct =1 e 9 c” =71 e
q q 4

- 2 _ .
8 D (r)7sg (I1I-2 ; 14)
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g et g s'écrivent alors :

gl(t) =rt+2 5 ol cos(2wfqt—¢é)
=1 (I11-2 ; 16)

L2 ) 2

gz(t) =71t 2 qil rq cos(Zqut qh)

Fonction de cross-correlation

1'r2+2 r Y
oo ,

- 1
[g CC g,|(u) =1
1 Zl =1 ¢

2 2 1
2mf t- (- I11-2 ; 17
q cos(2m q (¢h qﬁ)) ( )

=> si g et & sont réelles, leur fonction de cross-correlation l'est aussi.

= —5 T — ’
s+ 1 rir e (qR)s o RICAEON ] (TTI-2 ; 18)
=1 41 fq 4

Le Cross-spectre reste une distribution de masses de Dirac complexes.

Fonction d'Auto-correlation

[g CC gl(w) = (TO)Z v 2L (Tq)z cos Zﬂfqt (II11~2 ; 19)

q=1

Fonction réelle paire , quelque soit u, |[g CC glw| = [g CC g](O)L
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preheiipunipufpPputuipi Wpwiompuipuspupuioguuind

= (r) %+ 1 (rq)z[csf +a_fq] (I1II-2 ; 20)

P
& q=1 q

Distribution de masses de Dirac réelles symétriques autour de l'origine,
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CALCUL APPROCHE DU CROSS-SPECTRE DE DEUX FONCTIONS
QU DU SPECTRE DE PUISSANCE D'UNE FONCTION A PARTIR DES D.F.T.
DE LEURS ECHANTILLONS

Au chapitre II nous avons vu comment, partant d'une fonction g échantillonnée
.+
aux instants k % (k = 0,...,N-1) , calculer la D.F.T. du vecteur g de composantes
g = gk %p revenait 3 calculer la Transformée de Fourier de la distribution L Ag

N
(G = 0,...,N-1).

pour les fréquences

= o

Sachant calculer la D.F.T. de fagon avantageuse grace a l'algorithme de
Cooley & Tukey, nous allons voir comment l'on peut conserver le bénéfice de cet

algorithme dans le calcul approché du cross-spectre et du spectre de puissance.

IV-1 - DISTRIBUTION DE CROSS-CORRELATION DES DEUX DISTRIBUTIONS Agl et Agz

SCHWARTZ (DJ p. 130) a montré que le produit de convolution de deux dis-

tributions de Dirac est une distribution de Dirac et que

8, % & = 80 (IV-1 ; 1)

Par analogie avec la propriété (III~1 ; 4) du produit de cross-correlation
de deux fonctions & support borné, nous définirons le produit de cross-correlation

des deux distributions Agl et Ag2 comme étant la distribution
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1 T
| Mgy CC bg, = 5 (bg)" x g, - (IV-1 ; 2)
ou N-1 = N-1
Ag, = T g 6T => (Ag,) = ¥ g 6,.T
1 k=0 k kN 1 -0 lk —kN
et N-1
A Ag, = L g, 6T

ce qui entraine, d'aprés (IV-1 ; 1) :

N-1 N-1

1
T Z g, 6, 4T
N zq CRI

Ag, CC Ag, =
1 2N 0 "Ik g0

En effectuant le changement de variable
p = q-k => q = p+k

p balayera les indices entiers de -N+1 3 N-1

N-1 N-1-k

Z )} 8 T
k=0 p=-k “k ‘k+p PN

e

Ag, CC Ag2 =

1




Iv-3

1 -1 N1
Ag. CC Ag, = % z (2 g, g ) 8. T
1 2 N el k=ep N Zkep
N-1 N-1-p
+ I (2 g &g )6 T
p=0 k=0 Ik Yk+p PN
N-1
Ag, CC Ag, = L @ 6T
1 2 p=-N+1 PPy
. N1 (IV-1 ; 3)
si -N+1 <p <O : §. L g g
k=-p k “k+p
avec =
¢b .
1 N-1-p —
si 0 <p s N-1: N .t g1. &
k=0 "k “ktp

(p = -N+1,...,N-1), chaque poids a l'abscisse p%

IV-2 - CROSS-SPECTRE DE DEUX DISTRIBUTIONS

correlation.

C'est une fonction de la fréquence f :

N-1

5 [agy CCAgI(H) =< £

§.T (t), e
p=-N+1 P Py 7’

La cross-correlation de deux distributions de masses de Dirac aux abscisses
T . - . . T
kN (k = 0,...,N-1) fait donc apparaitre des masses de Dirac aux abscisses Py
étant formé de la somme de

produits de poids de la premiére distribution par des poids de la seconde.

C'est par définition, la transformée de Fourier de la distribution de cross-

—2iﬂft>




V-4
N-1 NP
&ag ccaglH) = & g o 2ATEPY (Iv-2 5 1)
Pour f = %- on obtient :
: N-1 . ip
-2im
y [Agl cC Agz] (‘JT") = ~ Z CPp e N
p=-N+1
N-1 e J(p-N) Y iE
=G, + 3 [cp-NemL%"HoemN]
- P p
p=1
N-1 s JP
=g+ I (o #0) e N
p=1 P
En posant cp(') =v on et, pour p € {l’,.ﬁ,N"l} : Cp' = cpp_N+ch

on obtient :

. N-1 ._ip
-21m
S [ag) CCagylp) = 3 @ e ™ N
p=0
avec (V=23 2)
QN1
P =x.t g
P Nyoo "Ik “Zep(mod N)

Calculer la Transformée de Fourier de Agl CC Ag2 pour les fréquences %

>
(j = 0,...,N-1) revient donc & calculer la D.F.T. du vecteur Ny'.




