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INTRODUCTION

C'est en 1965bque J.W. COOLEY et J.W. TUKEY mirent au point un algorithme connu

sous le nom de "F.F.T." (Fast Fourier Transform) permettant de calculer de fagon treés
avantageuse des sommes du type :

, N~1 Ziw%%
G. = L e g
J k=0 k

pour j = 0,...,N-1.

Cet algorithme basé sur la décomposition de N en facteurs (N = p; X Py Xe..X pM)

permet un gain en nombre d'opérations d'autant plus grand que les facteurs p; sont

M-1

plus petits. (Pour p. =2 ; i=1,...,M; N = ZM le colt est en M x 2 au lieu de 2
p P;

pour la méthode ordinaire).

La F.F.T. a révolutiomné les techniques numériques de 1'analyse harmonique en
permettant de calculer les transformées de Fourier de fonctiorsconnues en un tres
grand nombre de points, calculs auxquels on renongait devant le cofit des méthodes
classiques.

Dans le premier chapitre nous donnons une illustration matricielle de 1l'algo-
rithme qui est due a Marshall C. PEASE (cf. [31).'

Puis nous analysons le lien qui existe entre la Transformation de Fourier
d'une fonction continue et la F.F.T. qui est une transformation discrete. Le passage
se fait aisément grice a4 la théorie des distributions et nous faisons souvent Téfé-
rence a L. SCHWARTZ.

M




L'ancienne "filiére" qui permettait d'obtenir le cross-spectre de deux
fonctions en calculant leur fonction de cross-correlation (dans le but essentiel de
réduire le nombre de points) dont on prenait ensuite la transformée de Fourier a
été abandonnée. La F.F.T. permet de 1l'obtenir beaucoup plus rapidement et nous
montrons comment au chapitre IV. Nous montrons également comment pondérer les
valeurs aux abscisses discrétes des signaux pour obtenir une ''fenétre spectrale'
optimum dans:un-certain sens.

Enfin nous donnons des variantes de 1'algorithme permettant en particulier
de calculer moins de valeurs qu'on en a au départ tout en conservant le bénéfice
du nombre d'opérations.

On trouvera en annexe les procédures écrites en ALGOL ainsi que des exemples
d'utilisation (ces programmes sont employés journellement au Laboratoire de Calcul
de 1'Université de Grenoble pour 1l'obtention de spectres dans 1'analyse d'électro-
encéphalogrammes) .
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ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY DANS LE CAS OU N =2M

PRINCIPE DE L'ALGORITHVE DANS LE CAS GENERAL

I-1 - NOTATIONS

M-1 zin%lj[-
2 (I-1 ; 1)

G, = I e . -1 ;

J k=0 %K

Soit a calculer :

pour j = 0,...,2 -1

En notation matricielle (%)
M M
¢=s3 s e, €?)

Sill'on désigne par CM la racine "principale' d'ordre ZM de 1'unité

eM

Cy =

(%) Une lettre minuscule désignera en général dans la suite du texte un élément de

l'espace de départ. La méme lettre majuscule désignant 1'é1&ment qui lui cor-
respond dans 1l'espace d'arrivée.

. . =+ N
Comme nous le verrons au chapitre.II, g est un vecteur de € dont les compo-
santes sont les valeurs que prend une fonction complexe g 3 certaines abscisses.




Le produit j.k n'intervient que modulo ZM . Nous représentons S dans une
écriture simplifide rSJ( ) en remplagant CM par jk (mod. ZM ). Dans cette

notation :

rsl(ND =a <> 5, =G

Dans le cas ol M = 3 , cela donne

00000000
01234567
02460246
™ - los614725 (I-1 ; 2)
04040404
05274163
06420642
07654321

I-2 - PERMUTATION DES LIGNES DE S - MATRICE T

Par construction tous les éléments d'une ligne de S sont des multiples de
1'indice (ou numéro) de cette ligne. Nous allons permuter ces lignes de fagon a

les agencer par "ordre de parité!" décroissant. Pour cela :

- numérotons les lignes de S de O & ZM—l en binaire en utilisant M digits
Ooul;

- inversons l'ordre des digits pour chaque nombre binaire ;

- le nombre binaire ainsi obtenu nous donne le nouveau numéro d'ordre de

la ligne correspondante.

Appelons P la matrice de cette permutation.




I-3

Pour M = 3 :

0O 000 000 O 10000000
1 001 100 4 00001000
2 010 010 2 00100000
3 011 -~ 110 6 p = 00000010
4 100 001 1 01000000
-5 101 101 5 00000100
6 110 011 3 00010000
7 111 111 7 00000001

On observe que tous les numéros palrs se retrouvent dans la premidre moitié,
la seconde moitié comportant ces m@mes numéros augmentés de 1.

Tous les multiples de 4 sont dans le premier quart, le deuxidme quart compor-
tant ces mémes numéros augmentés de 2, etc...

70D

Appelons la matrice S ainsi permutée : T(M) = PS,

0000O0
04040
02460

0
4
2
100 _ [064206 (-2 ; 1)
012345
052741
036147
3

07654

NNy O O
[l 2 B O IR I ORI« N~ g




I-4

Si p est 1l'indice de ligne de TM : 0O<ps ZM_I):K..‘,,

p= I d..2 d, = {
k=0 X koo

Cette méme ligne, dans S avait le numéro :

M-1

M-1-k
)= I d, .2
M k=0 K

le g° &lément de cette ligne vaut donc :

- 1y(P) .q
M
24Ty

2
e

= S =
pa  1ry(p)q

I-3 - DECOMPOSITION DE T

M-1 |

M .
Décomposons T( ) en 4 sous-matrices carrées d'ordre 2

o | B
™ - (I-3 5 1)
Y 1
I-3-1 - Sous-matrice o
- 1D p=0,..,2"M1

o,
Pq pq




M-2
M-1 M-1-k
p <2 dM__1 =0 rM(p}x=w~E dk.Z
M-2
=2 3 q .Mk
=0
= 211 (@)
Ziﬁer‘l(p) A Ziw—M———rM—IEI;) A
o =1™ g = e 2 = e 2 = pM-1)
P4 pq (P | rq
I o = ML) ‘ (I-3 ; 2)

ot T(M_l)

d'une unité.

est la matrice que nous aurions obtenue 3 partir de S avec un M inférieur

I-3-2 - Sous-matrice B

Ps2 T+q

P<2 1y = 21y (@)




| M
g " (D wl =e 2 .
’ P,2 Hq
] 'TM_-l(P)q
Aty ) —Fr )
= e
; ‘rM—'-l(p)' q
lW—T—-—
= e 2 ! = T(M-l)
Pq
B=o = T(.M".l)_ (I-3 ; 3)
I-3-3 - Sous-matrice ¥y
v o= T p=0,...,21
P4 27,
q=0,...,2014
M-2
ZM_1+p = My dk.zk
k=0
(2T hp) = Terg(p) = 1421, - (p)
M p M\P M-1'P




I-7

o (1"-'21'M_;1(P)) -q

21

M
(M) 2
= 1 =S M1 e
Yp »q ZM—1+p,q TM(Z +P) sq
< Ty (P) -q
: M-1
24Ty + )
_ 2 2
= e
Ty (P)-q
2in g 2in i 2ind
2 M-l M-1) 2
= e . € =T .e
P»q
Y = T(M—,l) L(Mnl) (I-3 ; 4)
ol L(M-l) est une matrice diagonale LJQI\;I—D = O0sij#k
24 JM- (I-3 ; 5)
2
e .
si j=k=0,...,2" 1

I-3~4 - Sous-matrice §

M)
s, =1t
paa T L ML

M

-1
ry (2 +p) = 1+2r, (D)




(1+21, , )) (21 g

217 i
~ _ 2"
°pq = Sp, (M Lp) 2Mleg = ©
M-1 ry_1(P)-q |
2im ZzM 2im -29M- 2imy, ((P) 2in ;M_l
= e . € . .
- (- (M-1) (M-1)
(1) Lpg e (DT
§ = -r(L) | (1) (I-3 ; 6)
D'od :
- n(M-1) (M-1)
00 T T
T (1) | (1) (1)
T(M) T(M"l) 0 I(M—l) ‘ 0 I(M_l) ‘ I(M"l)
0 L0 | 5 ’ L (4-1) L0+1) ‘ L 04-1)

(I-3 5 7)




Dans le cas M = 3

00000000 0000 0000

04040404) 1(27(3) _ 0404 (2@ . 0202

02460246 0246 0123
(313 06420642 0642 0321

01234567

05274163 0

03614725 et LG 1

07654321 23

I-4 - ALGORITHME
L'algorithme de COOLEY et TUKEY est le suivant :

Pour calculer G = Sg » on va d'abord calculer éx = T(M)g = PS§ = PG
.

~ . X s . . ” » ”
C'est-a-dire que le vecteur. C° obtenu sera perturbé et il faudra réordonnancer

ses composantes par la méme régle décrité au § 122 pour obtenir la solution

- -
G (la matrice de permutation P é&tant symétrique P L P et G= P@*).

: - (M) =5

Soit Ry =T et Vb_— g

On a :
x
G = ROVb = R1 AO AO Vb

' M1 M1 ’ M1
A = .
= A= o}
R ) e 0 M1 l M1




Le premier pas consiste d calculer Vi =

I-10

olols
v, G) = V(v 2T
M~-1
- jo=0,...,20 01 (I-4 ; 1)
NS N : M1 .
ViG+27 ) = ¢ x [V (v (+2 T )] 2ir &
doe
>
On est ramené au calcul de GX = R1Vi = RzAlAlvl = RZVZ avec
7 (4-2) 110e2)|
0F2) | o 1 0F2)
\T(M—2)| . 4y = O,
’T(M_Z) 0 LCM_Z)
[ (4-2) | (4-2)
[OFZT 2y
A =
1 {0 [[0F2)
L F2) | (92)
Au x© pas on aura : Vi = Ak—l Ak—l Vk—l G = Ry Vi
O N \
N
N N (_Tr/k—ﬁ-\ N \\
N M=K M=K T7VK)
[T (K | s ol | (181—1() A L= I(M—k‘) . =K
N k-1 0 L k-1 I -1
N N ™
0 N N ~
’TIM-ES N
\
2K blocs ok-1 blocs Pk-1 blocs




Les formules permettant le passage de Vk_l grv;ﬁéeront :

V(o x 27Ny = v 2T (q x 2PR Lt
k-1 k-1
M-kl M-k, xRl M-1+1 M-k+1 . M-k
Viela x 277 ++2770) = Gy X [Vi_q@x 277 73)-v _q(q x 27 ° Hgez )]
(I-4 ;5 2)
pour j = O, ..,ZK_k-l
q=0,...,20
avec
. 'xzk_l
k-1 2am T/IJ—‘HT 2inm L5
2 e 2 M-1)
CM = L. = e e = L k=1 k-1
J] jx27 T, jx2
-+

Aprés le M° pas, G = RM%W'
RM est formé de ZM blocs T(O) d'ordre 1 placés sur la diagonale T(O) =e% =1

RM =1 et

x
G" = Vy

En résumé :

5
X _
G = Ay A Aotz Achilie 1 Me-18%-2 0 AR A0V,
1 |
\
i k-1 |
- 0 N ‘ Vk
Gt = ( T AM)E (I-4 ; 3)

k=M-1
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I-5 - COUT DE LA METHODE —

k-1

Le k© pas colite 2

M-k

X 2 = ZMﬁl multiplications, additions, soustractions de

nombres complexes autant d'additions et autant de soustractions.

M-1

Pour M pasgM x 2 au lieu de ZZM pour la méthode ordinaire.

I-6 - PERMUTATION DES COLONNES DE S

En opérant la permutation P sur les colonnes de S (au lieu des lignes)
+
ainsi que sur les composantes de g nous aurions obtenu directement é également en M

pas a l'aide d'un algorithme similaire :

G = sg
= SPPR ®% =1
M) %
-y )g
0
0™ —sp = @fta (n o oaayt
k=M-1
M-1
t,t
= I AA
o Kk
M-1
t _ t ™) _
by = Ay et A=A U = EO Ay Bye
o w0
En posant q = M-1-k Uif”, I AM—l-~q AM—l-q
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_ U(Nng B

opl

-5

o

= *
= fofohy by Ao gM-1-q Mgttt Ave1Aven 8

‘ ’

Wo-1
L )
W
q
e
Au g~ pas on aura
M T Mg -d g1 (o =

avec

N N

~ N
. q .

U — I
o1 L ‘ﬁrD
f@—])_ﬁg-bj “M-q | @D

= |5
M4 piocs M4 biocs

Les. formules correspondantes sont :

uxZM—q

Qpsy = s J Qpippd-1
wq(kxz +3) wq_l(kxz +J) + CM X wq_l(kxz +j+2 )

q,:,,9-1 q, - jXZM_q q,:-.~9-1
wq(kxz +j+21 ) = wq_l(kXZ +J)—CM X wz_l(kxz +j+21 )

pour j
et k=0,...

0,...,291
2

g)

(I-6 ; 1)
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M
I-7 - PRINCIPE DE L'ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY DANS LE CAS GENFRAL N= T r
T m=1

Supposons que N = 1.7, T,,...T3, (X # 1) et que 1'on veuille calculer
d 172"3 M “'m 4

N-1 2in L .
G, = % e ' g pour j = 0,...,N-1 (G = Sg) (I-7;0)
I k=0

Quel que soit k indice de ligne de la matrice S (k € {0,...,N-1}), il existe des
SQ (62 € {O,,..,rg—l} ; 2 =1,...,M) tels que :

+ 6£r2+1r2+2 .,.rM

es o080 e

+

61r2r3 v e s Ty

M M+1 .
En posant T =1: k= % ¢ n r (I-7 ; 1)
M1 =1 ¥ megr1 ™

Pour un ordre fixé (rl,rz,aan,rM) des facteurs composant N, la détermination des

62 est unique pour un k donné (c'est une écriture de k en base croisée.

Exemple : 20 35 10%€C ¢/10),

La permutation que 1l'on va effectuer sur les lignes de la matrice S consiste

13 aussi a inverser l'ordre des digits 62 pour chaque numéro de ligne.

o]
Ainsi la k- ligne de S aura aprés permutation la position q(k) donnée par :
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q) = 8

(I-7 ; 2)

En posant ry = 1:

r] = 2.

=>N= 12

q(k)

t M=3

k 616263 636261

Exemple

O = O O 0o I~ O N < MM N o
—~
O O 0 © < N O O o © < o~
— —
O O O M O O O M O O O ™
O 0o < O 0o F O 0o < O oo <
O~ N O <t +H O H 0 M O
— —
O O O © O vV O v O v O v
O N O M 0 ~H O ~H <t Or N I~
— —
O < o0 O < o0 O <t 0o O <+t o
O M O OO0 O M © OO0 O M O O
O N < O o0 O O N < © oo O
— Lo}
O = N M <t 1N O I~ 00 OO ~
—
O O O © O O O O O o o ©
o —
O <t 0 N W H = N OV M I~ o
O O O O O O ™ ™ ™~ ™ 4
C O O A 2 = O O O ™™ =
O = N O 4 N O - 8 O —~ ™
O = N O 4 N O = N O -
O O O = @ = O O O - —~
O O O O O O = ™ ™ = == o
o
O = N 0 <t N O t~ 0 N T~

. a
- e21wN

ik

J

Cette fois, si |Sljal\<4) =a, ona S
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0O 00 0|0 OO0 0O 0 0 O
O 6 0 6 0O 6 0 6 O 6 0 6
0 3 6 9 0 3 6 9 0 3 6 9
0O 9 6 3 09 6 310 9 6 3%
0.1 2 3 4 5 6 7 8§ 91011
O 7 2 9 411 6 1 8§ 310

0 4‘ 8 O 4 8 0 4 8 O

010 8 6 |.4.. 0.10.1.8 .6

O 2 4 6 8§10 0 2 4 6 8 10
0O 8 4 0 8 0 8 4 0 8 4
0O 510 3 8 6 11 4 9 2 7
011 10 9 8 6 5 4 3 2 1

On voit immédiatement que la matrice de permutation P n'est pas symétrique (pour

qu'elle le soit, il faut et il suffit que, quel que soit m, r_ =

m rM+1—m) *

La matrice T(M) se décompose en ré blocs carrés d'ordre T] X Ty X e..X Ty-1°
Dans notre cas :
0000 000
- 0606 020
(2) (2) (2) (2)7(3)_ (2)7(2)
g ! E 5Tl 56 0 717210 5
: 0963 032
3) _ -
est la matrice que nous aurions
obtenue aprés permutation de S pour
N = Ty X T,
(2)7(3) 1 Zingy
L ] = 2 et a =e =e

0
2
3
1

2iw§
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Le premier pas est basé sur la décomposition T(ngwéﬁ"un produit de 3 matrices

1(2) I I I
T(Z) L(ZD I al azl
NN : i
7(2) ,(L(Z))z 1| o®1 | ot
(I-7 5 3)
. - (M—l) 2 7 1
Puis on décomposera chaque bloc T en rM—l blocs carrés d'ordre
ry X r, X eeeX T)-p> €tc... jusqu'au Meme pas.

Le colit de chaque pas dépend de la valeur du facteur r par lequel on divise

les dimensions de la matrice T( )

Q(rm) désignant le nombre de multiplications/additions de nombres complexes & effectuer,

Q2) =3
Q(3) = 2N
Q(s) = 4N

et 1'on montre que pour T nombre premier différent de 2

Qlry) = (r~1) N
Le cofit total est donc

I (g, LN (I-7 ; 4)

Q =
total =1
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I-8 - D.F.T. et I.D.F.T. S

.+
L'application linéaire S qui & g € CN_fait correspondre Ge CN par la formule

(1-730) est appelée Inverse Discrete Fourier Transform (I.D.F.T.).
. . . - -1 2 . .
L'application inverse (g = S é) est appelée Discrete Fourier Transfor
(D.F.T.). Il est clair que :

G, (I-8 5 1)

Naturellement, 1'algorithme de COOLEY et TUKEY sert aussi & calculer les D.F.T.
Simplement dans le cas ot N = ZM les termes de la matrice diagonale L(M—l)

deviennent

at1) Osij#k
Lk -2ind; Ve
e 2 sij=k=0,...,2" -1

A ~ . P 1
et toutes les composantes du vecteur résultant sont & multiplier par na
2

-+ —
Partant d'un vecteur g de coordonnées (k = 0,...,N-1), nous noterons G
g k >

—-)-+
sa D.F.T. et @ son I.D.F.T.

- 1 N1 —Zin%%
G == 1 e g D.E.T.
I N o0 .

j =0,...,N-1

(I-8 ; 2)

. N1 +21nll\lf-
Gr = % e g I.D.F.T.
J k=0 .

jJ=0,...,N-1




