IV-5

IV-3 - RELATION ENTRE LE CROSS-SPECTRE DE DEUX DISTRIBUTIONS ET LES TRANSFORMEES
DE_FOURIER DE CES DISTRIBUTIONS

Par définition, la cross-correlation des distributions % Agl et %-Agz

nous est donnée par :
1 1 1 .1 \T 1
(§ 2g) CC (F 28p) =7 G 28)) * (f 2g,))
En prenant la transformée de Fourier on obtient le cross-spectre :
1 1 _1 1 T vl
F G be) CC G tep] = 5[ 2en]-Flx ag,]
On montre aisément que :
&[G og) ] =GR 5] = G ag] (V-3 5 1)

dtol :

1 1 larl y 1
S5 b)) CC Gy Ag)] = 7% [ dey] - & [y 28, (IV-3 5 2)
Si 1l'on a effectué la D.F.T. des vecteurs é; et é;, on a obtenu :
- 1 j - 1 j
Gij =Ky bggllp et G'zj =Sl 28,

D'ol :

& [ ag) CC G Ag )@ = 2T . 6 (1V-3 ; 3)
N 1 N 2 T N 1j 2
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Partant de 2 fonctions 81 et g, dont l?f valeurs aux abscisses k—
(k*i; y+++,N-1) ont formé les vecteurs gl et gz, ‘calculer leurs D.F. T1 ;Ei
eth puis effectuer le produit composante 3 composante des vecteurSN G‘
eth revient donc & calculer le cross-spectre (qui est une fonction) des

distributions é Agl i Agz pour les fréquences % (j =0,...,N-1).

On peut aussi écrire

T [Ag, CC og,] () = NG . G, (IV-3 ; 4)
1 2 ; ;

IV-4 - CALCUL APPROCHE DU CROSS-SPECTRE DE 2 FONCTIONS OU DU SPECTRE DE PUISSANCE
D'UNE FONCTION

IV-4-1 - Premiére approximation

Nous avons vu au paragraphe (II-3-1) qu'ad toute fonction g, non périodique,
prenant les valeurs g aux abscisses k% (k = 0,...,N-1), on savait associer
une fonction g, nulle en dehors de [Q,T[ , et coIncidant sur [p,T] avec
la fonction périodique gr ayant pour coefficients de Fourier les Gfu

(j = 0,...,N-1) et telle que -]

1
o
%
—

~ T
g(k—N) = 8 pour k

Et l'on avait :

FIEl (b = T 67 j=0,...,81
T 3 5

(V-4 ; 0)
§[§]C%N)=TG; I

Si, de la méme fagon on associe §1 a gy et §2 a g, et que 1l'on forme leur
produit de cross-correlation (a partir de la définition (III-1 ; 2)

puisque él et EZ ont le méme support borné [O,T[) on obtient

(B, CC gl =7 /o § (1) . g,(tru)du
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et, d'aprés (III-1 ; 4)

. ~ 1 LT, o
8L g =7 8 x8g

En prenant la transformée de Fourier on obtient le cross-spectre :
1 ~
P. ~ = .
g, T ST - Flg,)

qui, compte-tenu de (IV-4 ; 0), prend aux abscisses %-les valeurs :

1 . . N
P. . & =TG, .G j=0,00e,m -1
g8, T 15772 )
(IV-4 ; 1)
j-N e - . - N
P. . ) =TG .G j o= ... ,N-1
£,8, T 1j 2j 2 ’

Dans le cas ol g1 =8 =8, on obtient pour le Spectre de Puissance de g :

j -2 . N
Pg(%) =T|Gj| J=0,uepy -l
(Iv-4 ; 2)
"'"N - 2 . N
Pé(lT"J = TlGjl , J = 73""N"1

IV-4-2 - Deuxiéme approximation - Cross-spectre de §i et @2

Si, comme on 1l'a fait pour g au paragraphe (II-3-2) on forme §1 = Aglxh
et §2 = Agth, ces fonctions ayant le méme support borné [f %,T],

leur fonction de cross-correlation s'écrit :
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A A _ _N DR TV-4 -

Le produit de convolution &tant commutatif et associatif :

N _ N T T
g cCg,= )T (Ag; xAg,)x(h xh)
—_ 2
A N
h' = h = g CC 8, = gqapyr (A& CC bgy) x (hxh) (IV-4 5 4)

La fonction de cross-correlation des fonctions Qliet @2 est donc le résultat
de la convolution de la distribution de cross-correlation des distributions

N2 Ag; et Ag, avec la fonetion hxh.

(N+1D)T

Le produit de convolution de la fonction h (def. (II-3 ; 2)) avec elle-méme
. 2 . . ) 2 2T-

est une fonction réelle, paire, nulle en dehors de 1l'intervalle [7 T%-, —Nj

et qui vaut :

[hxh] (v) = -16[3 'I,IZI; Iv]3-6 Tl\l N -E—I] pour 0 < |v| < %
(Iv-4 ; 5)

[hxh] (v) = %‘ [- I;;— IV|3+6 %«]- V2—12‘V'|+8 %] pour :Il\;— < |v| = —ZNI
' Dﬂh]est continue aiﬁsi que ses dérivégs premidre et seconde.
D'autre part (voir (IV-1 ; 3), (Agl) cC (Agz) s'écrit

| N-1
(bgy) CC (hep) = %% oy (V-4 5 6)
N-1

si—N+1Sp<O:~1- % —g—l—_gz

Nkep Tk Zep
avec ¢ =
P 1 N—l"p S
siOSpSN—1:~N )3 8. 8
k=0 k “k+p
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On a donc :

[, CC &,] (1) = z 9, - [h] (¢- ) (V-4 3 7)
p=-N+

Quelque soit t € R, on peut trouver q € Z et u € ED, %{_ tels que
t = 4% +u. En posant qb =0sip € {-N+1,...,N-1}

[B) CC 8] (o +0) = o, [hoxh] Cw)+ey, (o] o )

+

@[] (ur e, [s] (o )

T 1 N2 3
Lgl cC gz](QN +u) =% [(th_3¢a+1—¢a—lf¢h+2) EZ'“
N 2
+(—6¢h+3qh+l+3qh_l) T U
+ (341 731U (Tv-4 3 8)
+(4p 4o +p ) o]
q q+1 q-l N

DR
u=0 [8 CC gllap = g [og+Pyu 91

T ~ T T
u > N [@1 CC gz:] (qN +U.) - _6'N' [_cpq+4cpq+1+cpq+2]
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La fonction de cross-correlation de §1 et de §2 est continue et l'on peut vérifier

qu'il en est de méme de ses dérivées premiére et séconde.

Sa transformée de Fourier, cross-spectre de gl et §2, vérifie compte-tenu de
(IV-4 3 u)

2 |
_ n ~7 _ N g 2 .
P28, " G [, cc g,] = T S [(e)) cC (ag] (FMD  av-4 5 9)

et, pouf une abscisse de la fréquence égale a %-, (IV-3 3 1) et (IV-3 ; 5) entrainent

.G, jexr
IN N jy = 3 (mod N)ELO, ... N-1})

(IV-4 ; 10)

Pour le spectre de puissance de la fonction g on a :

sinm

) =
Py = T

Zf

N

2
= T )

- 2 .
T !Gj ') jew

N iy = 7 (mod N)E(O, ..., N-1)]

N_
(IV-4 ; 11)

Si les résultats donnés par la premidre approximation -((IV-4 ; 1) et (IV-4 ; 2))
ainsi que ceux donnés par interpolation linéaire sont satisfaisants dans le cas de
fonctions & support borné (voir exemple numérique en annexe), il n'en est pas de

‘méme pour les fonctions semi-périodiques.
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IV-5 - CAS DES FONCTIONS SEMI-PERIODIQUES

IV-5-1 - Généralités-Cross-spectre fini

Le probléme que l'on se pose est de localiser les fréquences communes a
deux signaux semi-périodiques, de déterminer 1'importance relative des coef-
ficients attachés 3 ces fréquences et le déphasage d'un signal par rapport

~ ] Pd L] 1

d l'autre pour chaque fréquence, lorsque ces signaux nous sont connus que

2 . . T
par leurs échantillons aux instants kN k=0,...,N-1.

Nous avons vu (III-2 ; 9) que le cross-spectre théorique de deux fonctions

semi-périodiques complexes était la distribution.

+00 R 1_ 2
= I rer‘l el(ch ch)Gf
L 4 q

P
818

La répartition des fréquences fq sur R nous étant inconnue, et ayant la
contrainte d'opérer de facon discréte, nous choisirons une échelle

arbitraire de fréquences sur R

avec l'hypothése que pour tout ¢ tel que |fq| > gT- 1'on puisse négliger

les coefficients rl et T .
q q
Cette échelle de fréquence étant choisie, nous voudrions calculer pour
chaque indice j une grandeur V;z proportionnelle aux coefficients
: sl 2
1.2 i(p ~p7) . . . .
. rr des masses de Dirac de la distribution P
- Tqfq © 1 4 - AERR Tagn

abscisses fq voisines de % . Naturellement cette grandeur V:? devra &tre

e placées & des
le moins possible affectée par des masses de Dirac situées loin de %-Sur
la droite R. Un autre aspect important est la "conservation de 1l'énergie"
quelque soit l'emplacement d'une masse de Dirac du cross-spectre entre

j j+1 . .

% et lTr- le total de ses.contributions dans le calcul de Vj et de Vj+1

devra varier le moins possible.
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L'idéal de ce que nous voudrions serait obtenu en calculant ce que nous

appelerons le cross-spectre fini de g1 et“gz“et que nous définissons par

viZ = [p

: x h](%) (IV-5 5 1)

g182

ol h est la fonction définie par

: 1
-IMT  si Al <5

h(A) =

0 ailleurs

On aurait en effet :

12 o2 '
Vic=<s3 clets, (& -A), h(A)>
j cod a £ T
q q
12 T i
T h
Y I Cq SRt
En posant
_ -1 j+l
={a€z| £ € P, i)

- _ ] 1 1
qQ€I; = £, =+ e g €17l
viZ - 5 Jdoa- eI ' (IV-5 3 2)

J qu q q
j

Chaque masse de Dlrac n'influerait que sur les V. et V. +1 correspondant

J J

aux frequences T-et lT— qui encadrent son abscisse fq sur R et _la somme

. . : 1 2
de ses contributions serait rigoureusement constante et égale a C C

a q°
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e - 12 .. . . .
Malheureusement pour obtenir le cross-spectre fini V7 il faudrait calculer

la transformée de Fourier (pour les valeupsﬂ%m) du produit de la transformée

inverse de Fourier de h (qui est connue mais dont le support n'est pas borné)

ar la fonction de cross-correlation de et ue l'on ne connait pas.
p 81 2 4 ) p

IV-5-2 - Exemple
Supposons que gy et g, soient de la forme

. 1
gl(t) - rl el(Zﬂft—cp )

. 2.
gz(t) 1FZ el(ZTTft—CP) .

et que, l'échantillonnage étant fait aux instants kI- k=0

N

on ait les inégalités

N
O<f<7T

- -
La D.F.T. des échantillons gy et gy nous fournit (II-1 ; 7)

[*]
i

= <SG -0, [l >

j 1 -igh,
<G AN -0, o e s 00>

[*p]
i

. 1 .
=1 G N ()

et

]
I

. 2 .
S =1t G N ¢ -

(IV-5 ; 3)

cesN-1)
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Si 1'on forme le produit G .GE (3 un facteur prés c'est la premiére
approximation du cross- spec%re Ae deux fqnctlons pour la fréquence l~)

on obtient :

It

1 : 2 .
!t e G N G -5 % § [N )

o201 .
W= rle? ) s -6 )2

-1 § (IV-5; 4)

et la transformée de Fourier de A/N étudiée au paragraphe (II-1-2) nous

donne

§ N )2 = (LI 2 (IV-5 ; 5)
N sinm N A

(voir courbe figure 1)

avec les valeurs particuliéres

|5 [a/N] (0) /% = 1
(IV-5 ; 6)
1SN =0 P =1,2,...,N1
‘si f = %- on aura :
W= rir? e—i(qg—q})
1 (IV-5 ; 7)
W; =0 i#q

et c'est ce que nous désirions puisque cela permet de déterminer le produit
1.2
ryr

et la différence de‘phase q@-q} entre les deux signaux.
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Par contre si f = %-+€ avec € € ]O,%{

on obtiendra e
o2 1 . .

1.2 -i(e™-9) ( sin m(j-g-€T) )2

Wj=I‘I‘e

e (IV-5 ; 8)
N sin N (j-q-€T)

On assiste 3 un "étalement" du spectre (voir figure 4).

sl 1
Dans le cas le plus défavorable ou € = é%- , en posant T = rlrze i(e™-o ),

on obtient en supposant N grand

1 2 2,2
W =W =I(———=)" = ()T
4 a*l (N sin -——-TT) )
2N
1 2 2.2
W . =W =I(——=2)" =2 ()" 7T (IV-5 ; 9)
a-1 qa+2 N sin "‘317\; 3
1 2 2,2
W, =W o= () 2 ()T
q-2 qa*3 N sin “'"211:] >
~ 2’

A une distance égale a =~ de 1'abscisse réelle de la masse de Dirac du
spectre on recueille encore 4 % de ce que l'on a recueilli 3 une distance

P ~ O . z . 2o N . ° 3
égale a ~%§ qui ne représentait dé&ja qu'environ 40 % du poids réel.

Divers procédés sont connus pour "resserrer" le spectre (cf.[4]p. 98).
Nous en montrerons deux connus dans la littérature sous le nom de Hanning
(du nom de Julius von Hann) et de Hamming(du nom de R.W. Hamming) et un

troisidme qui sera optimum dans un certain sens.
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IV-5-3 - Hanning

Ce procédé consiste a remplacer Gi et Gg par une pondération (0,25}0,5|0,25)

avant de faire le produit du conjuéué de 1dun par l'autre.

¢ = 0,25 6] +0,5G] +0,25 G (IV-5 ; 10)
j j-1 j j*1
= <0,25 G [a/N] A -0 + 0,55 [N 1>
+0,25 F [A/N Gt -0, F [g] 00>
= <| & [W/N]x(z 6 L Tov g L] & -0, F [gl >
en % + 160 L 5,1 (W) = Z (+cos 2 ) = u(u) (IV-5 3 11)
T
¢ - SN -0, F gl
J
G‘f‘;‘n = 5 [ig, /N ) (1V-5 5 12)
De méme :
Glgjn = § [ug,/N] (%—)
avec
N-1 )
gy = T MR &0 S
N
N-1
1 k.
= % = (1+ 21 =) §
o 20 IR By K

N
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Pour que Vg soit une dlstrlbutlon ne falsant 1nterven1r g que par ses-

valeurs aux abscisses k—-(k = 0,1,.

est :

N-1

V= % v, 6
k=0 © XL

On va déterminer

YO

N :
y€cC Y=o
‘ N-1

de fagon que la quantité

1
BT IS [ ax
B = = =
IS ot a

soit maximum.

oo sN- 1), la forme la plus générale de V

(IV-5 ; 15)

(IV-5 ; 16)

On a :
N-1 . T
: - k
q;[V](A) = kZO Y © ZIWN A (fonction de période % )
% N saing Do, N1 ginl aa
( Iy N e“T™N M ax
1 x © :
B = N
" N-1 T N-1 T
3 . -
‘} 21 .y (s Yk ZlTrN kX ” 217r )d)\

47 7T K0

q=0




1
N1
ST 1 (z kal + % LY, Y e217T qk)x)dk
"-T— k=O
TN
, N-1
Tyl 1 1y ¥, AN,
- N k=0 q
i\
N-1 2im(q-k)A] LT
T2 Ial®e 3 v e % -7
o - k=0 K i ga K amTak) !
N-1 2im=(q-k) A
N %)y | +2 LY, Y N [e” (qu ) IQT- - N
k 0 k K q#k k 'q 7T (g-k) 21 2T

. -k
2NZ|y|+ZZy\7Sm2ﬂﬂN_
Ny % q;ékk q m(a-k) (IV-5 ; 17)

I

2 Iy
k=0 K

‘En posant

g"]%siq=k

1

M. =<

qk ‘? -
%sinZnﬂNl—(- .
SRy SAT K

et Yt = YX, (IV-5 3 17) peut s'écrire

‘ =L 20 \ (IV-5 ; 18)

et 1'on sait que le maximum d'un tel rapport est atteint lorsque Yy est
proportionnel au vecteur propre S correspondant d la plus grande valeur

propre 0 de M et dans ce cas B = Oge




N

Y=pu pGQIWVuOElR

o]

Pour la facilité d'emploi nous prendrons y € RN et nous choisirons p de -

fagon que “S‘ [VX/N] 0 =1

N-1
X v, =N
k=0 X

I u
k=0 °k

Y étant vecteur propre de M correspondant & la valeur propre % vérifie :
N-1

k-—Z-O Mq,k Y = % Yq qg=0,...,N-1 (IV-5 ; 20)

et pour q' = N-1-q
N-1
L Mi1qrk Y = % "W-1-q"
k=0
De par la définition de M

| sin Z'rr(—-——qf-————l\l_liI '_k) .‘
Mteqr e ™ AT Mg N1k

N-1
= kfo Myt N-1-k "k T %YN-1-q"

En posant k' = N-1-k

N-1
L M
q

K=o @'k W-1-k' 7 %0 YN-1-q!
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Si l'on définit le vecteur X,par

Xp = YN—l—p Vp e {O’ v e e ,N_l}

On obtient

N-1 P
L. M =0
=0 q',k' k' o q'
=> Le vec‘céfur”}‘7 est aussi vecteur propre de M correspondant 3 la méme valeur

propre GO que Y. Etant tous les deux normalisés
)\:Y
c'est-a-dire

Yp = IN-1-p ¥p € {0,...,N-1} (IV-5 ; 21)

La figure 7 représente les composantes du vecteur Y obtenu pour N = 16
(On a alors B = g, = 0.9816) et N = 32 (o, = 0.9812) (xx)

Utilisation

—— o = o

Voyons ce qui se passe lorsqu'on remplace A par V dans le produit dved la

fonction g

<Vg,p> = <V,gp>

N-1
P
S
*% Lorsque N éstngrand; la forme de la matrice M permet d'en calculer la plus grande
valeur prbprenét_ié Vecteur propre correspondant sans la rentrer compldtement en

machine puisque qu'une seule de ses lignes permet de la déterminer compldtement.
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N-1
=< 2 Y g Syp P
=0 X -
N-1
=> Vg = I Y ngkT (IV-5 ; 22)
k=0 -N—

. . . 1 ¢ . N
Vouloir faire la convolution de‘f"g avec qj V revient donc a effectuer

une pondération des échantillonnages gy par les Yk'

Si 1'on effectue cette pondération simultanément sur les échantillons g1
et gz des fonctions gy et g, en calculant le cross-spectre des distri-

butio%s §'Vg1 et § ng on obtient

.2 1 .
WJth - ﬁ'i—— ) Gé - rlrz e‘l(cP -¢7) Ig [V/N]lz(% -£)
] J

Voir les résultats obtenus sur 1'exemple numérique.

La courbe de la figure 8 est celle de |§F[V]|2(X)
On a également représenté (Fig., 8' ) les variations de la somme de
|G [V1|2(>\) et de | [V] |2(>\- Tl‘-) sur 1'intervalle [o, 71'—]

On voit que cette somme ne s'écarte que de 3 % de sa valeur moyenne.




POSSIBILITES ET VARIANTES DE L'ALGORITHME DE COOLEY & TUKEY

CONVOLUTION - LISSAGE TRIGONOMETRIQUE

V-1 - D.F.T. SIMULTANEE DES ECHANTILLONS DE DEUX FONCTIONS REELLES

Sodent g1 et & deux fonctions réelles dont les échantillonnages aux instants

k% (k = 0,...,N-1) ont fourni les vecteurs é} et é} .

Si l'on désire calculer les D.F.T. (ou les I.D.F.T.) de ces vecteurs nous

allons voir comment cela est possible en n'utilisant l'algorithme de Cooley et

Tukey qu'une seule fols au lieu de deux.

Supposons que

> D.F.T.
8 —

et

- D.F.T.
22—

_— — —

G, = RG1 + 1IG1
—_ — —_—

G2 = RG2 + iIG2

3 AN

RG,

g; réelle entraine

1’

=zl

=zl

RG,

5» 16, € iR™

N-1 . (N-j)
s e 21T N
k=0

N-1 . jk
1 oe Nogy




G
lN—j
De méme
o
2N—j
Posons
8k T

et calculons la D.F.

== Gl_ = RG]_. - lIGl- e s
= G = RGT - iIGT
2. "2, 2,
j J J
g + igz k = O,.--',N"l =13 2)
k k

T. du vecteur complexe ainsi obtenu.

On a
Gj = RG] - IG, + i(RG, +IG )
et ] . ) )
Gy-j = RG + IG, + i(RG, -IG| )
j J j j
soilt en posant
G = RGE + iGE j=0,...,N-1
RG] =1 (RG*RGL.) RG] =L (160 .+IG7)
L Z TN 25 2 N-j T
(V-1 3 3)
6] =1 (I63-163 ) 16, =% (RGL .-1IG7)
L Z 2N 25 2 N-] 7T

=> pour calculer les D.F.T., de deux vecteurs réels on peut calculer la D.r.T.

du vecteur complexe

ayant pour partie réelle le premier vecteur et pour partie

imaginaire le second et reconstituer parties réelles et parties imaginaires des

résultats par les formules (V-1 ; 3).

Méme possibilité avec 1'I.D.F.T.




V-2 - VARIANTES DE L'ALGORITHME DE COOLEY ET TUKEY

V-2-1 - Variante n° 1

Tel qu'il a été décrit au chapitre I, l'algorithme de Cooley et Tukey
fournit un vecteur résultant éjayant autant de composantes que le vecteur
de départ §} Dans certains cas, on peut ne vouloir calculer que les pre-
miéres composantes de ﬁ (correspondant aux fréquences les plus basses).
Nous allons montrer que cela est possible tout en conservant les avantages
de 1'algorithme initial dans le cas ou l'on veut obtenir un vecteur ébayant
2“ composantes (j = O,..,,ZM-l) ad partir d'un vecteur E ayant N compo-

santes (k = 0,...,N-1) avec

N=qx M Q €N (V-2 3 1)

Supposons donc que l'on veuille calculer

ey 2indK
= I e Qx2 M

G; pour j = 0,...,2 -1 (V-2 ; 2)

T k=0
e s . s A oy M1 Lo .
L'indice k variant de 0 a Q x 2 peut s'écrire de facgon unique :

{ r € {O,.o,,fw—l}

k=1 x Qs 4 (V-2 ; 3)
s € {0,...,Q-1}
L'expression de doevient

Q-1 M1 2anlYs)
= 3

T e Q<2

G;
J s=0 1r=0 ger+S -
. M . T
Q1 2imL- M1 2imlc
G, = £ e Q@ Ty o M ) (IV-2 ; 4)

J s=0 =0




3S) ¢ g2

ol g est un sous-vecteur de g (g

SIS

En posant _ e
¢ - 1pEt. @) pours = 0,...,041
(V-2 3 4) s'écrit

_Js_
o - Qzl ezanxZM G§S)

J s=0

Soit, en notation matricielle :

Q-1
c= 1 p°¢ls (V-2 ; 5)
s=0
2im—Lo v
oi D est la matrice diagonale Djj =e QX2 j=0,...,2-1
On est ramené d appliquer l'algorithme classique a 1'ordre ZM simultanément
aux Q sous-vecteurs g(s) de g, d multiplier les résultats G( s) par des

matrices diagonales et d en faire la somme.

Colit : pour chaque G(S) : M x £W_1

pour chaque produit DS.G(S) : ZM

M- 1+2M

Le tout Q fois, soit : Q x (Mx2 ) = (M+1) x N

V-2-2 - Variante n°® 2

Dans l'algorithme initial, le pas en fréquence est fixé par la longueur de

1'intervalle [O,Tj sur lequel on a échantillonné la fonction (voir II-1-1)

Af =

3|




I1 est possible de choisir un pas en fréquence multiple de celui-ci :

Af' = d €N

e

dans le cas

G.=:[Mﬂé%é = 1 e @M pmn‘j=(L.“,?t1
| (V-2 ; 6)

t € {0,...,d-1}

K €10, 0, a1} s> k=tx Msy

r €90,...,2M1}
Mg zm—%{% d-1
G:. = Z e L 8 M
] =0 t=0 U
My ZiTrJé—I\lfl
G. = I e g V-2 ;7
J =0 T

Pour cela il faut donc appliquer l'algorithme classique & l'ordre ZM au
. g

~ -
vecteur g somme de d sous-vecteurs de g

”—dgl -0,....2% )
&r © =0 BexMar FE Ve

La procédure CTG en ALGOL présentée en annexe autorise les variantes 1 et 2.

Elle nécessite N =Q x d x ZM.




V-3 -

V-2-3 - Variante n° 3

Pour concilier la possibilité de calculer simultanément la D.F.T. de deux
échantillons réels (V-1) et les variantes 1 et 2, on a écrit la procédure

CTGSYM (voir annexe) qui calcule

- Sheldyh w6 - g S e

Zi=

(V-2 ; 8)

pour j = 0,...,2 -1 et j= -2 ,...,-1.

CONVOLUTION DISCRETE DE DEUX ECHANTILLONS

V-3-1 - Définition

Soient deux vecteurs gl et g2 correspondant aux échantillonnages aux ins-

tants k—-(k ..,N-1) de deux fonctions g et g;-

: N
Leur convolution discréte est le vecteur gg dont les composantes sont les
poids des masses de Dirac du produit de convolution des distributions Agl

et Agz.

N-1 N-1
(Ag:) % (Ag,) = 2 g 2 g T (V-3 ; 1)
1 2 20 T 4=0 2 (k+q)N

Posons

p = k+q => q = p-k

N-1 N-1+k
(Agy) x (0gy) = L g I g o T
1 2 =0 Y p=k p-kx PN

Z(N—l) mln(p N-1)

I

g, 8 )81
p—O k=max(0,p N1) Tk Zp-k PN
2(N-1)
Ag,) x (Ag,) = I §.T V-3 5 2
(Agy) x (Lg)) £y £l (V-3 5 2)




. . ~ . N ZN"'
La convolution discréte de deux vecteurs de C est donc un vecteur de C 1

défini par

min(p,N-1)
gz p=0,...,2(N-1) (V-3 ; 3)

gg, = ) g
7 jmax(0,pN1) ek

V-3-2 - Convolution discréte regroupée

~

> . . - .
C'est le vecteur gg' de GN construit d partir de gg de la fagon suivante :

gg{):ggp"-ggp_FN p=0,ooo,N"2
(V-3 ;4
88N-1 T 88y-1
ce qui revient a :
N-1
g': % g g p=0.--N_1 (V-S'S)
gp k=0 lk Zp—k(mod N) ’ ’ ,
V-3-3 - D.F.T. et I.D.F.T. de gg'
g La =t e
aa} Glj : sz v S [(ag) x (Lg)] P
, (V-3; 6)
+ + + P j
GG'Y =G . 6, = 5 [(ag) x (bg,) (@)

J J




V-4 - LISSAGE D'UN ECHANTILLON

Supposons que g soit une fonction semi-périodique :
= 2imfyt |
g(t) = 1 ¢ et (V-4 5 1)

m==>

Sa transformée de Fourier est la distribution
G= ¥ «c¢_9 (V-4 ; 2)

Le lissage parfait de g qui éliminerait les composants de fréquence fm > F

reviendrait & multiplier G par la "fen&tre" CF

1si|f] <F
Cp(f) = (V-4 ; 3)
0 ailleurs
G* = G.Cp (V-4 ; 4)
= 5 oo (V-4 ; 5)
mGIF m
ol
Io=mez| |£] <R
La fonction gxlissée serait alors égale a
gx - ¥ ¢, eZl’lemt (V-4 ; 6)
m€l,




La propriété fondamentale des T.F. nous donnerait, compte~tenu de (V-4; 4)

g =g x§[cgl (V-4 5 7)

Pour lisser la fonction g en éliminant ses composants de fréquence supé-
rieure 3 F en valeur absolue, il faudrait donc effectuer la convolution de g avec

la fonction

e sin 2mFt
& [Cpl (1) = =—=F— (V-4 ; 8)
qui est & support infini.

Le fait de prélever des échantillons de la fonction g a raison de N valeurs
équidistantes sur un intervalle de longueur T n'entraine pas que l'on fasse dis-
paraitre les composants de fréquence fm supérieure a %%- en valeur absolue.

Du fait du repliement du spectre (phénoméne d'Aliasing) ces composants intervien-
nent d des fréquences fo =_fm (mod %) comprises entre - %%- et %% (voir pério-
dicité de%T $ [A] au §1I-1).

Une fonction g dont on sait que les composants en fréquence sont signifi-
catifis jusqu'a une fréquence fMAX devra étre échantillonnée N fois sur un inter-

valle de longueur T avec

>2fMAX

N
T
sous peine de retrouver en basse fréquence l'influence des composants de haute

fréquence sans pouvoir les éliminer plus tard par un procédé de lissage quelqu'il

soit.




V-4-1 - Premier procédé de lissage (cf. [5] LANCZOS p. 331).

+
Si 1'on veut lisser le résultat d'un échantillonnage g en éliminant les
composants de fréquence supérieure a4 F en valeur absolue (F < %%J on
peut procéder comme suit

_)-
1l - Calculer la D.F.T. de g

D.F.T.

& — j

2 - A partir de 6 construire le vecteur E* en posant (compte-tenu de la

remarque du § II-1-2)

=z

.0 <) N_pdloXN
Gj si 0 < T <F ou F < T <

T

3

G’JF_-_
O ailleurs

. ez X
3 - Calculer 1'I.D.F.T. de éx qul nous donne le vecteur lissé g

I.D.F.T. x
G 5

~ Lafigure 12 illustre ce procédé qui est trés efficace mais

nécessite deux fois 1'emploi de l'algorithme de Cooley et Tukey.

V-4-2 - Deuxiéme procédé de lissage

-
On opére directement sur le vecteur g (gk ; k=0,...,N-1) en remplagant

chaque composante par une pondération faisant intervenir les valeurs voisines




v-11

Formule & 2p*l points : gi = L Og B (V-4 ; 9)
s = —p S

en supposant gq =0siq#f{0,...,N-1}.

X ’ o . ~ > > .
g est le résultat de la convolution discréte de g avec o (voir § V-3).
. P4 z . ° X
On peut considérer ses composantes comme les échantillons de la fonction g

telle que

X p
A.g™ = Ag % ( _Z ocschT) (V-4 ; 10)

S==p '—N—

En prenant la T.F. de cette expression

. P
g [6g*] ) = F[ag] W F[ = a8 ] (V-4 3 11)
S==p —-I\T
. sT
Tl Iz) asasT] () = Iz) 0 e'mSW A sy (V-4 ; 12)
S:-—p _..: S:—p
N

S(A) est une fonction périodique de période %w
Nous allons déterminer les 0y de fagon d éliminer le mieux possible les

composants de fréquence fm telle que F < fm <~%% dans la distribution Ag .

L'idéal serait que S(A) soit la fonction CE/T(X) de période % , égale a 1
pour |A| < F et nulle ailleurs (le Premier'procédé de lissage se rgméne a
cela puisque l'on calculait S;[Ag](%) et qu'on l'annulait pour |%¢ > F).
Malheureusement S(A) a pour coefficientsde Fourier les as dont on limite

~

le nombre & 2p+l tandis que Cg (A) en a une infinité.

La détermination des Og peut se faire de fagon que




+F 2

T s

N

2 2
j T Iso |

" 7T

B =

(V-4 ; 13)

8oit maximum.

Le calcul est analogue 3 celui du § IV-5-5 et O est le vecteur propre corres-

pondant & la plus grande valeur propre (= B') de la matrice M'

2FT .
N si=aq-= k=-p,...,p
1 -~ A .
qu- ' - (V-4 ; 14)
sin 27—+ (g-k)
N siq#k
m(q-k)
N p
On normalisera o de fagon que L  0Og = 1.
S=-p
On montre aisément que U_g = Og-
- On remarque que P étant fixé, les o  ne dépendent que du produit de la

fréquence de coupure F par le pas N de 1'échantillonnage.







ANNEXE




COEFFICIENTS DE FOURIER
DU SINUS REDRESSE

2

t) = | Msin(t) c =1 = -
s®) | E‘s | o G (2m+1) (2m=1)

Paramétres de la procedure CTG: N=128 , M=5 , D=1 , SIGNE = -1,0

Partie Réelle Partie Imaginalre
m
Exacte | Caloulde Exacte | calaiiée
0 1.0 I 9,999'-01 0.0 ' 0.0
1 -6.667'-01 | ~6.668'-01 0.0 | 1.009'-07
2 ~1,333'-01 | -1.334°~01 0.0 2.109'-07
3 | -5.714'-02 | -5,724'-02 0.0 | 3.711'-07
4 -3,175'-02 | -3.185'-02 0.0 3,749"-07
5 -2,020'-02 ! -2,030'-02 0.0 | 5i110t-07
6 ~1,399'-02 | -1.409'-02 0.0 | 7.899'-08
7 -1,026'-02 | -1,036'-02 0.0 2.926'-07
8 ~7.843'-03 | -7.94k’-03 0.0 | ~4,543'-08
9 -6.192'-03 | -6.294'~03 0.0 2.083'-07
10 -5,013'-03  -5.114'-03 0.0 9.080'-09
11 -4, 141'-03 | -4.243'~03 0.0 2.343'-07
12 -3,478'-03 | -3,580'-03 0.0 6.103'-08
13 -2,963'~03 | -3.065'~03 0.0 © 2.542'=07
1 -2,554'-03 | =2.657'~03 0.0 7.248'-08
15 -2,225'-03 |, ~2,328°-03 0.0 3.019'~07
16 -1,955'-03 | -2,058'-03 0.0 ~2.276%<07
17 | -1,732'-03 ~1.836'~03 0.0 1.873'-07
18 -1,5441<03 | -1.649'~03 0.0 -9.399'-08
19 -1,386'-03 | -1,491'-03 0.0 1.167'-07
20 ~1,251'-03 | -1.356'-03 0.0 2.579'-08
21 -1,134'-03 | -1,240'-03 0.0 1.215'-07
22 -1,034'-0% | -1.140'-03 0.0 6.199'-08
23 -9,456'-04 | ~-1.053'~03 0.0 1.403'-07
2 -8,684'=04 | -9, 762'-04 0.0 ~7.945'-08
25 -8,003'-04 | ~9,088"'~04 0.0 1.176'~07
26 ~7.399-04 | -8.491'~04 0.0 -5, 789'-08
27 -6,861'-04 | ~-7.961'-04 0.0 ~1.356'-08
28 ~6.380"=04 | -7.485'~0k 0.0 -1.765'-08
29 ~5.947'-04 | -7,063'-04 0.0 5.952'-08
30 ~5.557'-04 | -6.680'-04 0.0 5.979'-08
31 | ~5.204'-04 | -6,337'~04 0.0 2,275'-07

A




