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1 Préambule

La Transformée de Fourier (pour un signal quelconque) et les Séries de Fourier
(pour un signal périodique) ont longtemps été les outils essentiels de 1’ Analyse Harmo-
nique. Une propriété fondamentale explique cette utilisation :

Le produit de convolution est transformé en produit direct et réciproquement

Méme si le mot signal peut désigner n’importe quelle fonction définie sur R et a
valeurs dans C, nous I’employons le plus souvent ici pour nommer une grandeur réelle
variant en fonction du femps, I’analyse de Fourier donnant des informations sur son
contenu en fréquence.

L’apparition des ordinateurs a entrainé la nécessité d’échantillonner les signaux pour
les traiter numériquement, et 1’utilisation d’une Transformée de Fourier Discréte ou TFD
(en anglais Discret Fourier Transform ou DFT) s’est répandue.

En 1965, Cooley J.W. et Tukey J.W. [ 1] proposent un algorithme connu sous le nom
de FFT (Fast Fourier Transform, Transformation de Fourier Rapide) afin de minimi-
ser le temps nécessaire pour effectuer cette opération. Cette date marque une tres forte
accélération dans le développement du traitement du signal sur ordinateur. Il s’en est
d’ailleurs suivi une confusion entre FFT et Transformée de Fourier Discrete. Rappelons
que la FFT n’est qu’un moyen (tres efficace) d’effectuer une TFD.

Cependant, pour I’essentiel, les raisonnements continuent a se faire en utilisant les
propriétés du continu, le passage au discret ne s’effectuant qu’au moment des calculs,
avec retour immédiat au continu pour I’exploitation des résultats.

Le document présent développe la théorie de la Transformée de Fourier Discrete en
tant que telle, et montre que les principales propriétés du continu ont leurs équivalents
en discret.



2 Définitions et notations

2.1 La Transformée de Fourier Discréte TFD : la matrice S

La Transformée de Fourier Discréte (TFD) est une application linéaire de CV dans
CV définie par la matrice S de terme général

1 _9irik j:0,1,...,N-1
=N k=01, N1 2
En I’appliquant a un vecteur g on obtient le vecteur G *1
1 o= s
Gj:NZe_Qi”]ng j=0,1,..,N-1 )
k=0

Ona G = Sgetl’on note G=TFD(g).

2.2 La Transformée de Fourier Discrete Inverse TFDI

La matrice S est inversible. La matrice S~' de la Transformée de Fourier Discréte
Inverse (TFDI), a pour terme général

j=0,1,..,N-1
k=0,1,..,N-1 3)

S;kl _ e+2z7r7ﬁ

et les composantes du vecteur g s’expriment en fonction de celles de G par :
ge= Y ePTNG,; k=0,1,..,N-1 4)
On a donc g = S~!G et ’on note g = TFDI(G).

2.3 Relations entre S et 5!

De (1) et (3) on conclut immédiatement que

S = iF — S~ =NS ®)

1. Les vecteurs sont toujours des vecteurs colonne. On utilisera toujours la méme lettre, en minuscule
pour le vecteur de 1’espace de départ, et en majuscule pour son transformé par TFD.

5



24 Remarque importante sur les notations

Dans leur article original [ 1], Cooley et Tukey nous demandent de
Considérer le probleme du calcul de la série de Fourier complexe

() X(§) =0 A(R). Wi 5=0,1,..,N -1

ou les coefficients de Fourier A(k) donnés sont complexes
et ont W est la racine N*™ principale de I’unité

(2) W = e?m‘/N

A I’évidence, il s’agit 1a d’une Transformation de Fourier Discrete Inverse : passage
de I’espace fréquence (coefficients de Fourier A(k)) a I’espace temps (valeurs discretes
X(j)). C’est cette convention qui est observée dans ce document :

Coefficient ,S igne de
I’exposant
TFD 1/N -
TFDI 1 +

Avec cette convention, si les g, sont les échantillons d’une fonction périodique, les
G; sont en relation directe avec les coefficients de la Série de Fourier de la fonction.
Ainsi, la premiere composante (G est la moyenne des composantes du vecteur g :

1 N—-1
GOZN;%

D’autres auteurs utilisent le méme coefficient 1//N pour TFD et TFDI, les deux
opérations ne se distinguant que par le signe de I’exposant de e.

D’autres encore échangent les coefficients, utilisant 1 pour la TFD et 1/N pour la
TFDI. C’est notamment le cas du logiciel Matlab® 2.

2.5 Normes euclidiennes de G et de ¢

En prenant le carré de la norme euclidienne de G, on montre que [Démo. §10.2]. 3

1
Gl =5lol; = Gl = (6)

L gl
VN

C’est I’équivalent dans le domaine discret du Théoréme de Parseval.

2. Dans I’environnement Matlab, pour exécuter une 7FD conforme a la définition (2) [page 5], on
écrira G = fft(g)/N; (attention aux composantes numérotées de 1 a N).
3. Toutes les démonstrations sont regroupées dans le §10 en fin de document.

6



3 Carrés des matrices S et 5!

3.1 Matrice de permutation

Rappelons qu’une matrice de permutation est une matrice carrée présentant
-un 1 et un seul par ligne,
-un 1 et un seul par colonne,
- tous les autres éléments étant nuls.

3.2 Carré des matrices S et S~!

Le carré de la matrice S est égal [Démo. §10.3] au produit de la constante % par la
matrice de permutation notée R :

S? = NR avec R = . 7

1

R pour Renversement : appliquée a un vecteur, cette matrice laisse inchangée la
premicre composante, et renverse 1’ordre de toutes les autres.
R étant une matrice de permutation symétrique, on a R~ = R, et donc

S7? = NR ®)



4 Echantillonnage d’un signal

Pour alléger I’exposé, et sans perte de généralité, on suppose que NV est pair. 4

4.1 Périodicité des G

En effectuant une TFD, on obtient les composantes de G pour des indices j allant
de 0 a N-1. Un rapide calcul [Démo. §10.4] montre que si I’on s’intéresse au résultat
obtenu pour n’importe quel autre entier

Vp S/ Gj+pN = Gj (9)

Il est donc inutile de calculer les composantes de GG pour des indices autres que N
valeurs consécutives. Idem avec les composantes de g pour une 7FDI.

Cette périodicité est fondamentale dans le domaine discret : chaque opérateur que
nous introduisons en le qualifiant de Périodique agit sur les composantes des vecteurs
via leur indice modulo N.

4.2 Une interprétation de la TFD

Jusqu’ici, la TFD a été présentée comme une opération sans dimension. Supposons
maintenant que les composantes du vecteur g proviennent de 1I’échantillonnage d’un
signal du temps, s(t), pour N abscisses équidistantes entre 0 et 7' (voir Figure 1) : chaque
gx est vu comme le “représentant” du signal sur I’intervalle de longueur % qui le suit.

>
9k
LY
P : h
ias " f/, ‘a, N i)
““‘\p.~ ! .". '\"\J'»-.»._»._
goi N o S

0 | "GN -1

b | :

o } :'1‘ : = > ¢

Figure 1 — Echantillons g;, = s(&L)

4. Rappelons que I’algorithme FFT de Cooley et Tukey a une efficacité maximum quand N est une
puissance de 2.



La formule définissant G=TFD(g) [voir (2) page 5] peut étre ré-écrite de la fagon
suivante en introduisant 7" au numérateur et au dénominateur de I’exposant complexe :

1 N-1
_oip i kT .
GJ:N e ?m"tNg,  j=0,1,..,.N—-1
k=0
Chaque gy, étant associé a I’instant %, on voit ici que chaque G; est associ€ a =, soit

a la fréquence correspondant a j éveénements sur I’intervalle 7'.
La périodicité des (G; observée au §4.1 implique que les valeurs obtenues pour j =

%, ..., N —1 sont celles que I’on aurait obtenues pour j = —=, ..., —1 qui correspondent
a des fréquences négatives mais inférieures en valeur absolue —% a —%. On opere

donc une Translation négative de ces composantes ;. De cette maniére, les fréquences
associées aux G; se répartissent dans I’intervalle [—%, +%[.

= &=  prele T
4 _ 4 P imagin. [IEEEENENNN
f f
i .- . ¥
a2 N N -1 A e 8. ¥ 1
T 2T 3 2T T T T

Figure 2 — Translation négative des G; pour j = %, N =1

La fréquence d’échantillonnage étant égale a f, = %, on constate que les G; cal-
culés sont associés a IV fréquences équiréparties sur I’intervalle [—%, —1—%[. Ce résultat
indique que si la fréquence d’échantillonnage est supérieure a la Fréquence de Nyquist
de s(t), double de la plus grande fréquence en valeur absolue présente dans le signal,
c’est a dire si f, > 2F),,,, alors toutes les fréquences présentes dans s(t) sont situées
a I'intérieur de I’intervalle couvert par les ;. C’est une manifestation du théoréme de
Shannon.



4.3 Les regles de I’échantillonnage

En fixant la durée 7' de I’intervalle d’analyse dans I’espace temps, on impose le
, ; . ) ‘- _ 1
pas dans I’espace freguence qui est ’inverse de C:,S-)'[te durée : Af = 7. ‘
De la méme manicre, en fixant le pas At = 5 dans ’espace temps, on impose que

I'intervalle d’analyse dans I’espace fréquence [— 2, + %[ ait une durée 2 inverse de
ce pas.
Espace Intervalle d’analyse [0, T'[ Pas (Fréq. d’échant.)
Temps (Durée T') At =% (fo=2%)
Espace Pas Intervalle d’analyse (Durée &)
. _ 1 N N _ fe fe
Fréquence Af =5 [— o5 +opl = [—5,+5I1

Ces regles impliquent que, dans la situation ou 1’on souhaiterait améliorer la réso-
lution de I’analyse en fréquence en diminuant son pas, c’est paradoxalement la durée
d’analyse du signal qu’il faut (dans la mesure ou cela est possible) augmenter, et non la
fréquence d’échantillonnage.

4.4 Echantillonnage d’un signal pair ou impair

Dans le cas ot le signal s(t) est pair ou impair, opérons de la fagon suivante pour
construire le vecteur g :

(&) pour k=0, ..., -1
Ik = (10)
5(%—T) pourk=%,...,N—1

On a opéré une Translation positive des échantillons associé€s aux valeurs négatives
de ¢ (voir Figure 3 page 11).
44.1 Echantillonnage d’un signal pair : vecteur Pair

Si le signal s(t) est pair, le vecteur g construit apres Translation positive (10) reste
inchangé quand on le multiplie par la matrice de renversement R définie (7) au §3.2 :
Rg = g. Un tel vecteur sera qualifi¢ de Pair.

Ce caractere se conserve [Démo. §10.5] pour G = TFD(g)

Rg=g9g, G=029g = RG =G (11)

10
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2

Figure 3 — Translation positive des échantillons g, d’un signal pair

44.2 Echantillonnage d’un signal impair : vecteur Impair

Si le signal s(t) est impair, le vecteur g construit apres Translation positive (10)
change de signe quand on le multiplie par la matrice de renversement : Rg = —g. Un
tel vecteur sera qualifié d’Impair.

Remarquons qu’un vecteur Impair vérifie go = gn/2 = 0.

La aussi, ce caractere se conserve [Démo. §10.5] pour G = TFD(g)

Rg=—-g, G=Sg = RG=-G (12)

44.3 Vecteur quelconque = vecteur Pair + vecteur Impair

Un vecteur quelconque se décompose de fagon évidente en la somme d’un vecteur
Pair et d’un vecteur Impair :
_9g+Rg g—Ryg

5 + 5 (13)

11



4.5 Echantillonnage d’un signal réel

En échantillonnant un signal réel quelconque s(t), on obtient un vecteur identique
|

a son conjugué : g = g. Cela entraine [Démo. §10.6] G = RG. Ce qui implique que
RG, 1a partie réelle de G, est un vecteur Pair et que G, la partie imaginaire de G, est

un vecteur Impair.
G=g <~ G =RG

G=RG <<= RG Pair, G Impair

Ces propriétés peuvent étre constatées sur la figure 2 (page 9).
Notons que les g, étant réels, les composantes G et Gy /2 le sont aussi :

1 N—-1 1 N—-1
2 = — = — —1)k
(2) = Go N;Qk Gny2 N;( )" g

4.5.1 Cas d’un vecteur Pair réel

De (11) et de (14) on déduit :

gPair Rg=9g RG=( =
gréel g=g G=RG = G=G

La TFD d’un vecteur Pair réel est aussi un vecteur Pair réel.

452 Cas d’un vecteur Impair réel

De la méme maniere, de (12) et de (14) on déduit :

g réel =9 G=RG G=-G

La TFD d’un vecteur Impair réel est un vecteur Impair imaginaire pur.

g Impair Rg =g RG:—G}

4.5.3 Cas d’un vecteur quelconque réel

La décomposition (13) permet de déduire

RG = TFD(g +2Rg ) 3G = TFD<g _2Rg )

12

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)



4.54 Tableau récapitulatif

g Réel ¢ Imaginaire pur

g Pair TFD(g) Réel Pair TFD(g) Réel Impair

g Impair | TFD(g) Imaginaire pur Impair | TFD(g) Imaginaire pur Pair

Les propriétés résumées dans ce tableau sont les mémes que celles que 1’on observe
pour les Séries de Fourier et pour la Transformée de Fourier dans le domaine du continu.

4.5.5 TFD simultanée de deux vecteurs réels

Les propriétés (14) et (15) nous permettent de calculer simultanément la TFD de
deux vecteurs réels de méme taille en formant un vecteur complexe dont la partie réelle
est constituée du premier de ces vecteurs tandis que la partie imaginaire est constituée
du second.

aeRY  A=TFD(a)

_ ~ N _ _ :
be RN B:TFD(b)} — c¢c=a+ibeC C =TFD(c) = A+1B

Voici les formules [Démo. §10.7] qui permettent de reconstituer les parties réelle
(vecteur Pair ) et imaginaire (vecteur Impair ) de chacun des vecteurs A et B :

AO — %CO BO = %CO
(19)
Anje= RCys2 Bnj= SCupo
éRAj = %(%C] + éRCN_j) %B] = %(%C] + %CN_]‘)
pourj=1,...,%—1

SA4; = 5(3C; = ICv-;) SB; = 3(RCOx—; — RC))

13



5 Polynomes Trigonométriques

5.1 Définition

Un Polyndme Trigonométrique de degré M est une fonction périodique (ici la pé-

riode est 7) de R dans C, qui se définit a partir de 2M/+1 coefficients X,,, € C:

M
pM(lf): Z Xm€+2i7r%t
m=—M

5.2 Interpolation Trigonométrique

Soit g € CN et G = TFD(yg).

5.2.1 Polynome Trigonométrique associé a G

(20)

A partir du vecteur G € C¥, fabriquons le vecteur G* € CV*! de la maniére

suivante :
1 . _ N
3GNy2 pourj = —=

Gjin pourj = —% +1,...,—1

G pour j =0,.., 5 —1

L %GN/Q pour j = %

21)

C’est a peu de chose pres ce qu’on obtient apres la Translation négative décrite au
§4.2 (page 8). Petite différence : la composante G/, est partagée en deux parties égales

placées symétriquement par rapport au 0.

Puis, a I’aide de G** formons le Polyndme Trigonométrique noté pg de degr

N/2 ‘
ﬁG(t) _ Z Gj*eJrQHr%t
j=—N/2
5.2.2 Interpolation continue

- ~ . KT MMya .
Valeurs prises par pe aux abscisses - [Démo. §10.8] :

_ kT
p(H7) = g vk € {0,1,...,N — 1}

Le Polynome Trigonométrique e (t) interpole les g, aux abscisses &L

14
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5.2.3 Interpolation discréte

Soit N1 un multiple de N : N1 = QN. A partir de G fabriquons le vecteur G1

comme Ssuit :

G,

\

G pour j =0,.., 5 —1
%GN/2 pour j = %
- _ N N
0 pourj =5 +1,.. ., Nl -5 —1 (24)

%GN/Q pourj:Nl—%

Gi-N1+N pourj:Nl—%le,...,Nl—l

Si, comme on I’a fait pour G* a partir de G’ (21), on forme G1* € CN'*! 4 partir de
G'1 € CMY, on obtient un Polyndme Trigonométrique pg; qui devrait étre de degré % ,
mais qui , compte tenu des zéros introduits en construisant G1 (24), est en fait de degré
%. De plus, ayant les mémes coefficients que pg, il se confond avec lui :

Vt e R pei(t) = palt)

Calculons maintenant g1 = TFDI(G1). La propriété d’interpolation continue (23)

entraine :

915 = be1 (=) = Pal

KT _ kT

- Vk=0,1,..,N1-1
Nl)

N1

et en particulier pour k multiple de (), c’est a dire de la forme k= Qk

9lok = el

_ QKT _ QKT _ KT,
N1 )—pG(Q—N)—pG(W)—gk

15



TFD i = ol
gGRIGPair _' // GER“’Pah‘

/
il
| |

/

Z’ ‘\‘
1 / 1
hlll i \H

. =064 TFDI . 64
gl € &7 Pair S — G1 € R” Pair

Figure 4 — Interpolation discréte N = 16, () = 4

Pour alléger la figure, le vecteur g de départ a été choisi réel et Pair, mais le procédé
reste valable quelque soit g € CV .

Toutes les () composantes, le vecteur g1 prend les mémes valeurs que g. Entre deux
multiples consécutifs, les () — 1 valeurs intermédiaires prennent les valeurs du Polynome
Trigonométrique qui interpole les gy.

On peut dire que le vecteur g1 interpole discrétement le vecteur g .
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6 Produit de Convolution périodique de deux vecteurs

6.1 Les matrices circulantes

6.1.1 La matrice de permutation circulaire P et ses puissances

0 0 1 0 10 0 1 1
10 0 0 0 1 0 1
10
. . . . 0 ] .
10 100 10 0 1
P P? pV-l—p! PY=pP' =7

(25)
Appliquée a un vecteur, la matrice de permutation circulaire P décale les compo-
santes d’un indice vers le bas, la derniere venant en premiere position.

ho hn—1
hy ho
h = . Ph = .
hn—1 hin—2

6.1.2 Le produit SP

On démontre [Démo. §10.9] que SP = LS, ou L est la matrice diagonale :

1
e—2imy
L= . 2T (26)
6—2i7r ngl
On dit que S diagonalise P : SPS~t =1L 27)
De méme, pour les puissances de P:  SP*S~! =1L1°
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6.1.3 Matrice circulante C;, associée a un vecteur /

Soit h € CV. Par définition, la matrice circulante associée a h est

ho  hya - - My

| V-l 1 hy ho - - hs
Ch:N;hsPs Ch=+ : o (28)

hyy hye - - ho

Les colonnes de Cj, sont = fois les vecteurs P°h, P'h, ... PN "'h.Ona:

Cn)y = %hu—k)mduw
6.14 Le produit SC, 5!
De (27) [page 17] on déduit immédiatement :
| N | N

SChS™' =+ z; haSP* ST = — Z; hsL* (29)

La matrice SC,S~!, combinaison linéaire des matrices diagonales L* est aussi une
matrice diagonale. La j° composante du vecteur formé par les termes de cette diagonale
est égale a

zf3

v h, = H;

J

— 1 — —
(SChS™) =+ > e
s=0

ol H = TFD(h). On note Dy, cette matrice diagonale :

Hy
H,
DH == Hj

Hy—

S diagonalise toute matrice circulante.  On peut écrire :
S Ch S_l = DTFD(h) S_l DH S = CTFDI(H)

(30)

Ch=5"Drrpwm S Dy =S Crrprm) 5™
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6.1.5 Inverse d’une matrice circulante

Des formules qui précédent, on a immédiatement C; ' = S~1Dy'S.

L’inverse d’une matrice diagonale est la matrice diagonale formée sur les inverses
de chaque terme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’on puisse faire cette
inversion est qu’aucun des termes diagonaux ne soit nul. Si c’est le cas, en posant H; =
m-onaDy'=Dy etdonc C,' = S~'DyS. En posant h = TFDI(H), il vient

C, =C; @31
En résumé,
TFD
Cy «<— h — H —  H;
1
TFDI Inv.
Ci'!=Cy +— h <« H « H=72\

6.2 Produit de Convolution Périodique de deux vecteurs
6.2.1 Définition

Soient a et b deux vecteurs de CV. On appelle Produit de Convolution Périodique
de ces deux vecteurs le vecteur de CV, noté a * b, défini comme le produit de la matrice
circulante associée au vecteur b par le vecteur a :

N-1
1

c=axb=Cha & ck:NZOajb(kj)moduloN k=0,1,..,N-1 (32)
j:

Insistons : ¢’est ’indice (k — j) pris moduloN (d’ou le qualificatif Périodique) qui
va permettre d’arriver aux propriétés fondamentales (34) et (35).
On démontre [Démo. §10.10] que ce produit est commutatif: a*b=0bxa=C,b

6.2.2 TFD du Produit de Convolution Périodique de deux vecteurs
Posons A = TFD(a), B = TFD(b) et C' = TFD(c).On a

C' = TFD(axb) = TFD(b * a) = TFD(C,b) = SC,b

Si, a partir des deux vecteurs A et B on note A x B leur Produit Direct (évidemment
commutatif) :
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AxB=DsB & (AxB);=A;B; j=0,1,..,N-1 (33)

TFD(a * b) = TFD(a) x TFD(b) (34)

6.2.3 TFD du Produit Direct de deux vecteurs

TFD(a x b) = TFD(b x a) = TFD(D,b) = SD,b
[Démo. §10.11] =  SD,b= N(Ax* B)

TFD(a x b) = N TFD(a) = TFD(b) (35)

(34) et (35) sont I’équivalent en discret de la propriété fondamentale de 1’analyse de
Fourier en continu mentionnée en préambule :

La TFD transforme le produit de convolution périodique en produit direct

La TFD transforme le produit direct en produit de convolution périodique

6.24 Elément neutre du Produit de Convolution Périodique

C’est le vecteur u tel que la matrice circulante associée soit la matrice unité.

C, =1 = VaeCN Cha=a
(28) = wy =N et ug=0 pour s=1..,N—1
(36)
(30)= Dy =8SC,St=85"1=1
= U; = pour j=0,..,.N—1

6.2.5 Produit de deux matrices circulantes

Le produit des deux matrices circulantes associées chacune a un vecteur est la ma-
trice circulante associée au produit de convolution périodique de ces vecteurs [Démo.
§10.12] :

acC’ — C, } = CoCh = Caow (37)

bE(CN — Cb
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6.3 TFD et différences divisées

Soit g € C" dont on suppose que les composantes proviennent de I’échantillonnage
d’un signal a des instants séparés par At. On pose G = TFD(g). On va voir que les
différences divisées (qui sont, dans le domaine discret, des approximations de ce qu’est la
dérivation dans le domaine continu) se ramenent a un Produit de Convolution Périodique.

6.3.1 TFD de la différence divisée de g

On définit I’opérateur D de CV dans lui-méme, qui 2 g fait correspondre sa différence
divisée D[g] :

(D[g)), = &= 9<E>moduw k=0,1,..,N-1 (38)

La matrice de permutation circulaire P définie au §6.1.1 nous permet d’écrire :

Dlg) = (1~ P)g

I — P est une matrice circulante. La TFD de D[g| nous donne [Démo. §10.13] :

TFD(D[g]) ==x G avec  E; = %Z;;N sin (w%) (39)

6.3.2 TFD de la différence divisée centrée de g

On définit I’opérateur D de C” dans lui-méme, qui 2 ¢ fait correspondre sa diffé-
rence divisée centrée Dg] :

¢ I+ moduion — I(k—D)moduto
(D [g])k: (k+1) le2At( )moduloN k=0.1,.. N-1 (40)

La matrice de permutation circulaire P nous permet d’écrire :

1
Dlgl=——P'-P
9] = 55 )g
P~! — P est une matrice circulante. La TFD de D°[g] nous donne [Démo. §10.14] :

TFD(D[g]) ==°x G avec  Ef=  sin (27r;) (41)
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7 Filtrage Discret

Qu’est-ce que filtrer ? Dans le langage courant, cela signifie agir de fagon a retenir
certains éléments tout en laissant passer d’autres.

Dans le domaine du Traitement du Signal, on s’attache a modifier le contenu en
fréquence du signal en supprimant tout ou partie de certains de ses composants via une
Fonction de Transfert. Dans 1’espace temps, cette opération est équivalente a un produit
de convolution entre le signal et une Réponse Impulsionnelle, ainsi appelée car c’est le
résultat obtenu quand on remplace le signal par une impulsion de Dirac placée a 1’origine
(do) qui est I’élément neutre du produit de convolution.

Dans le cas discret, toutes ces notions ont un équivalent. A commencer dans 1’espace
fréquence ou I’on se donne un vecteur que 1’on appelle également Fonction de Transfert
car il joue exactement le méme role. Il lui correspond dans 1’espace temps un vecteur
que I’on appelle aussi Réponse Impulsionnelle.

7.1 Filtre idéal absolu

On a vu au §4.2 que chaque G est associé a une fréquence (j/7 si T est la durée
de I’échantillonnage ayant donné g). Un filtre idéal absolu va supprimer completement
certaines des fréquences en laissant les autres inchangées.

On définit sa Fonction de Transfert ® ¢ R" par

o, =L STES e T C {01, N~ 1) 42)
0 sinon

D étant la matrice diagonale formée sur le vecteur ®, posons

G]’ SijGJ

0 sinon

G =dxG=DsG (3) > G =&,G,=

Retournons dans le domaine du temps en prenant la Transformée de Fourier Discrete
Inverse des vecteurs G* et ® : g* = TFDI(G¥) et ¢ = TFDI(®D).

© est la Réponse Impulsionnelle. > du filtre. L’une des identités (30) nous permet
de montrer que le vecteur g* est égal au produit de convolution discrete de ¢ et de g :

g =5"1G"=8"DsG=8"DySg=Crg = g =pxg (43)

Le vecteur g* possede bien les caractéristiques que I’on souhaitait : les fréquences
# qui correspondent a j € .J sont conservées tandis que les autres ont été éliminées.

5. Le vecteur impulsion est le vecteur v € R™, élément neutre du Produit de Convolution Périodique
défini au §6.2.4, formé de N suivi de (N — 1) zéros.
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Pourquoi qualifier ce filtre d’idéal ? Simplement parce qu’il est tres coliteux quand N
est tres grand : il nécessite soit une TFD suivie d’une TFDI, soit, sans quitter I’espace
temps, un produit de convolution discrete encore plus onéreux.

7.1.1 Exemple 1 : Filtre Passe-bas

Fixons la Fréquence de Coupure d’un filtre Passe-bas a f. = q/T (avec ¢ < N /2):
il laisse passer les fréquences inférieures ou égales a f. et arréte les fréquences supé-
rieures. Le vecteur Fonction de Transfert ®1 qui lui correspond est :
@H:{1 ﬁjeJ:{ng}UﬂV—%“wN—l} )
0 sinon
Compte tenu de I'interprétation de la TFD (§4.2) qui nous a amené a opérer une
Translation négative de N des composantes pour j = %, ..., N — 1, le vecteur G* =
®1 x (G aura bien ses composantes préservées pour |f| < ¢/7T et supprimées pour les
autres. ®1 étant un vecteur réel et Pair, le vecteur Réponse Impulsionnelle correspondant
1 I’est aussi. Voici son expression [Démo. §10.15] :

_ sin(m%(2g + 1))

sin(m£)

plo=2q¢+1 el

pour k=1,2.. N—1

7.1.2 Exemple 2 : Filtre Passe-haut

Pour la méme fréquence de coupure f. = ¢/T, le vecteur Fonction de Transfert $2
est complémentaire de ®1 :

1 sij¢ J={0,...,q} U{N —gq,...,N -1}

45
0 sinon (45)

¢%=1—@h={

Le résultat d’un tel filtre appliqué a un signal g est égal a la différence entre g et le
résultat obtenu en lui appliquant ®1. Sa Réponse Impulsionnelle ¢2 est 06

020 =N — ¢l Q2 = —plp pour k=12 .. N—-1

7.2 Remarque sur les filtres absolus

Dans le domaine continu, les filtres absolus qui suppriment completement des fré-
quences sur des intervalles ont des fonctions de transfert qui sont nulles sur ces inter-
valles de mesure non nulle. Il leur correspond des réponses impulsionnelles qui, elles,
ne peuvent s’annuler que sur un ensemble de mesure nulle.

6. Filtre Passe-bande et Filtre Stoppe-bande se construisent par différence entre deux filtres Passe-bas
ou deux filtres Passe-haut.
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Dans le domaine discret, on a I’équivalent : si un vecteur Fonction de Transfert pré-
sente des plages de composantes consécutives nulles, le vecteur Réponse Impulsionnelle
correspondant ne pourra avoir que des zéros isolés. Cela se vérifie par exemple pour le
filtre passe-bas du §7.1.1 : si k = pN /(2¢+1), alors p1j, est nul, mais ni 141 ni @l
ne le sont.

7.3 Filtrage par convolution ““a portée limitée”
dans le domaine des temps (FCPL)

L’idée : filtrer en remplacant un point par une pondération de ses voisins immédiats.

7.3.1 Un exemple intuitif de FCPL : le lissage par moyenne glissée

Soit g € RY et soit p un entier positif avec p < N.

Si ’on forme un nouveau signal ¢g* en remplacant chaque composante g; par la
moyenne des 2p + 1 composantes de son voisinage, on sent bien que I’on va atténuer les
petites variations tout en conservant 1’allure générale du signal d’origine :

. 1
i = > gk (46)

Signal brut
Signal lissé

==  Longueur de la plage
pour moyenne

Figure 5 — Lissage par moyenne glissée sur p = 20 points

Ce type de lissage est assez grossier. Les voisins d’un point ont tous le méme poids,
1/(2p+1), dans le calcul de sa nouvelle valeur. On ne peut faire varier que la largeur de
la plage via le parametre p et I’on ne pergoit pas immédiatement la fagon dont le contenu
en fréquence du signal est modifié. Nous expliciterons au §7.4.2 la Fonction de Transfert
ainsi que la Réponse Impulsionnelle d’un tel filtre.
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7.3.2 Généralisation du FCPL

On a toujours ¢ € RY et p un entier positif avec p < N. On se donne un vecteur
w € C%*! et I’on forme :

+p
k=D G- motuto (47)
l=—p
La formule (47) fait fortement penser a la définition du Produit de Convolution Pério-
dique de deux vecteurs (§6.2.1). A ceci pres que, dans cette définition, les deux vecteurs
étaient de méme taille. Qu’a cela ne tienne, transformons le vecteur w en un vecteur
) € CY en lui rajoutant autant de 0 que nécessaire et en le normalisant par N :

Nuw; pour! =0,...,p
v =140 pourl=p+1,.,.N—p—1 h=| (48)
Nw,_ny pourl=N—p,...N—1

Nw_,
Nw_1
(47) peut alors s’écrire :
1 N—-1
9= D UGk Do n & G=Cug=1txg (49)
1=0

En prenant la Transformée de Fourier Discrete des vecteurs, G = TFD(g) et ¥V =
TFD(v), grace a (30) on obtient ;

¥ est le vecteur Réponse Impulsionnelle du filtre discret.

W est le vecteur Fonction de Transfert du filtre discret.

Mais la remarque (§7.2) sur les plages de zéros présentes dans un vecteur Fonction
de Transfert qui interdisent d’en avoir pour le vecteur Réponse Impulsionnelle corres-
pondant, est également valable dans I’autre sens. Ici, le vecteur Réponse Impulsionnelle
1) présentant par construction une grande plage de zéros, le vecteur Fonction de Trans-
fert U ne pourra avoir que des zéros isolés. On est donc dans I’impossibilité d’obtenir
un filtre idéal absolu par ce procédé.
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7.3.3 Polygone Trigonométrique associé a la
Réponse Impulsionnelle d’un FCPL

Dans le §5.2.1, a partir d’un vecteur G = TFD(g), on a fabriqué un polynéme tri-
gonométrique p¢ qui interpole les gi. Nous allons procéder d’une fagon semblable mais
dans I’autre sens.

Partant du vecteur ¢ = TFDI(V), par une démonstration tout a fait semblable a
[Démo. §10.8] on aboutit a

+p ;
Bf) =Y we i = B(l)=w, (51)
l=—p
Le polyndme trigonométrique ﬁw interpole les W ;. De ce fait, il peut &tre assimilé a

la fonction de transfert du filtre.
Cas particulier de poids réels symétriques

+p
N l
weRP Vie{l, . . plw,=uw = Pu(f) = wo+2) w cos(2pi?f)
=1

€

7.3.4 Meilleure approximation par FCPL d’un filtre idéal absolu

p étant fixé, quel est le vecteur Fonction de Transfert ¥ du FCPL qui approche le
mieux un filtre idéal absolu @, c’est a dire qui minimise la norme euclidienne | ¥ — ||, ?
On note 1) et ¢ leurs Réponses Impulsionnelles respectives : =TFDI(V) et p=TFDI(®P).
En notant K = {0,...,p} U{N —p,..., N — 1} on a (voir §2.5) :

N-1
1 1 1
19 - @) = Sl —ll} = 5 3 e — ol = 5 (Dl — ol + Y lonl”)
k=0

keK kg K

La norme est donc minimum quand on choisit

1
U =p pour k€K = ||\1f—<1>||§:Nk$ZK|<ka (52)

26



7.4 Utilisation du FCPL “au fil de I’eau”

La formalisation exposée dans le paragraphe §7.3.2 a permis d’expliciter le résultat
du FCPL défini par (47) pour un vecteur de taille N. Mais comment I’interpréter quand
on utilise un tel filtre “au fil de I’eau”, c’est a dire quand on ne connait pas N ? Par
exemple, on suppose que les échantillons d’un signal nous parviennent en temps réel.
Passés les p premiers points (qui formellement dépendent des p derniers dont on ne
dispose pas), on obtient un résultat absolument identique a celui obtenu pour un vecteur
de taille connue. Il est donc préférable d’interpréter la Fonction de Transfert en termes de
fréquences rapportées a la fréquence d’échantillonnage f. puisque, comme on I’a vu au
§4.2, I’intervalle d’analyse en fréquence [—%, +%[ en dépend directement. C’est une
raison supplémentaire d’assimiler la fonction de transfert au polygone trigonométrique
défini au §7.3.3.

7.4.1 Exemple : Meilleure approximation d’un filtre Passe-bas idéal

On a vu que le filtre Passe-bas idéal ® défini au §7.1.1 a pour Réponse Impulsionnelle
le vecteur ¢ = TFDI(®) dont les composantes sont :

in(7£(2 1
gOkzsm(?TN(C_H' ) pour k=0,1,..,N—1

sin(m£)

— p=20
p=60

—p=180

05 +—————4

-
e

Figure 6 — Approximation d’un filtre Passe-Bas idéal

Dans la figure 6, pour le filtre ® que 1’on souhaite approcher, cette fréquence de
coupure a été fixée a f, = f./8.
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Exprimons la fréquence de coupure f. de ® en proportion de f.,la fréquence d’échan-
tillonnage :
- 4 -

® étant Pair (voir §4.4.1),on I’a représenté ainsi que ses approximations W (obtenues
avec trois valeurs de p) pour f > 0. On constate sans surprise que lorsque p augmente,
on tend vers le filtre idéal : I’amplitude des oscillations décroit (tandis que leur nombre
s’accroit) et parallelement la pente au point (f,, %) est de plus en plus raide.

Attention ! Dans cette figure, ainsi que dans les figures 7 et 8, il ne faut pas perdre de
vue que ce sont des vecteurs qui sont représentés (pour les besoins du dessin, on a fixé
N = 1024 : le pas en fréquence % représente 1/512™¢ de ’intervalle [0, %]).

7.4.2 Réponse Impulsionnelle et Fonction de Transfert
du lissage par moyenne glissée

La Réponse Impulsionnelle A résulte de la définition (46). La Fonction de Transfert
A se calcule (démonstration semblable au calcul le la fonction de transfert d’un filtre
passe-bas idéal §10.15) :

N _
2p+1 pour k= 0, ey P 1 Sin(ﬂj@ﬁ;rl))
M =+¢0 pourk=p+1,..N—-p—-1 & A= - :
N 2p+1 sin(r)
Tn] pourk=N—p,... N —1
q -
N = 1024
p=20
0.5 1
D k n"’\-I. /'\«.. ,/-\' — Vvlf-. et e e ,—l >
TR ! o
I I I I
m __2:[ - _[";
s 2p +1 2

Figure 7 — Fonction de Transfert du lissage par moyenne glissée p = 20 (N = 1024)

Le vecteur ) étant réel et Pair (voir §4.4.1), A I’est aussi et la figure 7 n’en représente
que la moitié. L allure générale de cette courbe n’est pas sans rappeler celle de la fonction
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sinus cardinal O(f) = sin(2maf)/(2waf), qui est son équivalent en continu (a étant la
demi plage ou s’effectue la moyenne).

Ce graphe montre aussi les oscillations qui ne s’amortissent que tres lentement : on
ne supprime pas vraiment les hautes fréquences, on ne fait que les atténuer. Les zéros
ascendants se situent aux alentours des abscisses multiples de 2f./(2p + 1) : en aug-
mentant p, et donc la longueur de la plage ou I’on calcule la moyenne, on rapproche de
I’origine le premier zéro descendant f./(2p + 1).

7.5 Comment construire trois nouveaux filtres a partir d’un seul

On construit les réponses impulsionnelles et les fonctions de transfert de ces filtres
a partir des poids affectés aux voisins comme on I’a fait au §7.3.2 page 25. Tous ces
vecteurs sont Pairs.

7.5.1 Filtre 1 (Passe-bas)

Soitwl € R® un premier vecteur de poids que 1’on va utiliser pour un FCPL du type
de (47) :
wly = +4/12
CUl_l :(,(.)11 = —|—3/12
wl g =wly =+1/12

7.5.2 Filtre 2 (Passe-haut)
C’est le complémentaire du Filtre 1 (voir §7.1.2 page 23) :

w2y =1—-wly =+8/12
w2_1 = W21 = —w11 = —3/12
w2_2 = w22 = —w12 = —]_/]_2

7.5.3 Filtre 3 (Passe-haut)

W1 étant le vecteur Fonction de Transfert du Filtre 1, on pose V3 = pY/ 2U1, 00 P
est la matrice de permutation circulaire définie au §6.1.1. Cette opération a pour effet de
faire tourner les composantes de N /2 positions : ¥3; = U1 n/9),. ... .. Partant d’un
filtre passe-bas, on a créé un filtre passe-haut différent du Filtre 2.

On en déduit : )3 = S~1W3 = S~IPV/2W1 = STIPV/2Sy1 = LN/2y1.

L = S7'PS est la matrice diagonale qui a été définie au §6.1.2.On a L]k\;ﬂ = (=1)*,
et donc 13;, = (—1)*1)1;,. Ce qui entraine :

(,U?)() = +w10 = +4/12
w3_1 = w31 = —Ldll = —3/12
w3,2 = CL)32 = +w12 = +1/12
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7.5.4 Filtre 4 (Passe-bas)
C’est le complémentaire du Filtre 3 :

wdy =1—-w3y =+8/12

w4,1 = w41 = —CL)31 = —|—3/12
w4,2 = (,4.)42 = —CL)32 = —1/12
1
3
4
3
1
1
s
2

Filtre 2

Filtre 4

Figure 8 — Les Fonctions de Transfert des 4 filtres

Le Filtre 1 présente une forme rappelant une sigmoide : partant du point (0, 1), son
point d’inflexion se situe en (f, /6, 1/2) pour terminer trés proche de 0 entre f./3 et f./2
(|w1] < 0.021).

Les poids de ces quatre filtres étant tous réels et symétriques (voir §7.3.3) on a :

P,(f) = wo + 2wy cos(2pz'fi) + 2wy cos(2pi2f—f)

& €
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8 Spectre de Puissance Discret

Dans le domaine continu, la Puissance d’un signal est reliée a sa norme euclidienne.
Le Spectre de Puissance est par définition €gal a la Transformée de Fourier de 1a Fonction
d’ Auto-Corrélation du signal. Il fournit pour chaque fréquence la puissance transportée
dans le signal.

Dans le domaine discret,la démarche va étre semblable. On suppose que g est le vec-
teur formé par les NV échantillons d’une fonction associés a des abscisses équidistantes
dans I’espace temps : g, = s(kAt), avec NAt = T. On pose G=TFD(g).

8.1 AC]g] : Vecteur d’auto-corrélation périodique de g
On définit I’opérateur AC de C" dans lui-méme, qui 2 g fait correspondre son vecteur
d’auto-corrélation périodique :
AC[g] = C,Rg (53)

Cette définition fait appel a 1a matrice de renversement R définie au §3.2 ainsi qu’a la
matrice circulante associée au vecteur ¢ (voir §6.1.3). Le produit C 4R se présente ainsi :

g 91 - - gn-1
1 N-1 1 qn g - - gJo
CgR = N Z gsP% = N : o : (CgR)jk = 9(i+k)moduton
—0 . . .
gNn-1 90 * * GgN-2

(54)
Les vecteurs colonnes sont les permutés du vecteur g, mais en sens inverse de celui
de C,, : successivement P’g, P~'g, ... ,P~"*lg.

=

-1
1

(53) = (AClg]), = N 2= Tkt moauoy k=01, N -1 (53)

J

Il
=)

8.2 Spec|g] : Spectre de Puissance Discret de g

C’est par définition la TFD du vecteur d’auto-corrélation périodique de g. On dé-
montre [Démo. §10.17] que

Speclg) = DeG < (Speclg)), = |G,I’ (56)

On a vu au §4.2 que chaque G est associé a la fréquence % La Puissance transportée
par cette fréquence est |G |°.
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8.3 Puissance totale et normes euclidiennes de G et de g

La Puissance totale, somme des carrés des modules des composantes de G, est donc
le carré de la norme euclidienne de G dont on a vu (§2.5) qu’elle est égale a + L fois le
carré de la norme euclidienne de g.

= 1
P=> |G =|Gls = NHQHS (57)

J=0

[y

8.4 Puissance et Variance d’un signal réel

Si g est réel, sa moyenne g et sa variance 0[29} le sont aussi :

2
P

_ 2 1 ~\2
9= N;gk U[g}zﬁk_o(gk—g)

On a g = Gy et ’on montre [Démo. §10.18] que

N—-1
oty = > _1GI? (58)
j=1

La Variance est égale a la Puissance totale hors terme constant.

8.5 Spectre de Module et Spectre de Phase

Chaque composante complexe G peut aussi s’écrire sous la forme

' pj =|G;| € RT
Gj = p;e' avec (59)

©; = arctan (%) € [—m, ]

Le vecteur p est le Spectre de Module tandis que le vecteur ¢ est le Spectre de Phase.
La Figure 9 représente le Spectre de Puissance, le Spectre de Module et le Spectre de
Phase d’une portion de signal réel.
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8.6 Exemple de Spectres d’un signal réel

Signal Spectre de Puissance 92

fe
Spectre de Module 9 Spectre de Phase

Figure 9 — Une portion de signal et les spectres correspondants

§84 = L’aire en rose “sous le spectre* de Puissance
est a la mesure de la variance du signal.
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9 Parallélismes

9.1 Définitions

Transformée

Transformée
de Fourier Discrete

de Fourier

Séries
de Fourier

—2im Lk

m = %foTV(t)e_%W%tdt g(f) = fR g(t)e > tdt G = N Zk o 9k€
(i |} (i

Y(t) = S Tt () = [ G(f)et2df g, = NN Gyet R

9.2 Dérivation

Séries Transformée Transformée
de Fourier de Fourier de Fourier Discrete
v — 'y g — G g — G

% \I% N2

v — 22D, ¢ — 2irfG(f) Dlg] — iZsin (27r )G;

9.3 Produit de Convolution

Séries Transformée Transformée
de Fourier de Fourier de Fourier Discrete
T
= % fO A(?(;)5(7— - t)dt f]R T - t dt q N ZN ! h k q .7 modulo N
|} i} i}
Y o=A k& g = h xk g = h x k
A { { { { i
Lo =AM En G(f) =H(f) -K(f) G; =H;-K;



10 Démonstrations
10.1 Rappel : série géométrique
Terme général d’une suite géométrique de raison q :
1 N

—q
l—gq

N-1
u; = ¢ = Somme o= Z ¢ =
7=0

Cas particulier ot la raison ¢ est une racine N°* de 1’unité :

Vi e Z uj = ezm% _ (621'7%)]

z
L

= Somme o = (V) = ———— =
1— teﬂ'N

k] 1 — e2imk N sik = 0 moduloN
0 sinon

Il
=)

J
Cette sommation intervient souvent dans les démonstrations qui suivent.

10.2 Normes euclidiennes de g et de GG

Carré de la norme euclidienne de G :

N-1 N-1
IG5 = Z G;|* = Z G,G; (Retour §2.5)
J=0 Jj=0
N-1 N-1 N—-1
1 im ik 1 il
= (N e 2 Ngk:)(ﬁ €+2 2 p)
j=0 k=0 p=0
N-1 N-1 N-1
1 _ 9 =)
- N2 Ik p € N
k=0  p=0  j=0
= 1
— 2
(810-1) = = 72 2_ 90N = ol
k=0
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10.3 Carré de la matrice S

N-1 1 N-1

_ ik _ kr

szr — § Sjkskr — : e 2@7rNe 2z7rN
k=0 k=0

sinon

e TR (Retour §3.2)

1
- L R =
= N avec = 1
1
10.4 Périodicité des G
1 = Gt+pN)k
Vp € Z Gjipn = N % e 2TIN T gy, (Retour §4.1)
1= i
— N G_Qiﬂ(]ﬁ+pk)gk
k=0
N-1
1 ik
k=0
10.5 Conservation du caractere Pair / Impair
G=2Sg
RG = NS?(Sg) = S(NS?g) = SRy
SRo — Sg=G si g est Pair RG =G G est Pair
g —Sg=—G si g est Impair RG = -G G est Impair
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10.6 Echantillonnage d’un signal réel

g réel = g=gq (Retour §4.5)
G=S5g= G=2Sg
1
5 =—_S"g
(5) = N9
1y
(8) = =RSyg = G =RG
G =RG <= NG Pair, IG Impair
G = RG+:3G (Retour §4.5)
G=RG-i3G
RG =R RG + iR 3G
T_RO R NG = RG = G Pair
a RSG=-3G = G Impair
10.7 TFD simultanée de deux vecteurs réels
a — A=RA+iSA (Retour §4.5.5)
b — B=RB+iSB
c=a+ib — C=A+iB
- (§RA . %‘B) n @(S‘sA v §RB)
aetbsontréels. = RNA,FA, RB et SB sont réels.
R A et R B sont Pairs.
A et S B sont Impairs.
CO = AO + 18y (15) = A() = §RCO By = %Co
Cnj2 = Anj2 +iBy)2 = Ansz = RCy By = SChps



%Cj - %A] - %B] %C] - %A] —|— éRB]

pourj =1, ...,
%Cij - %AJ + %BJ %CN,J' = gAij + %BN,]'
%Aj = %(?ROJ + %CN_j) %Bj = %(%Cj + %CN_]')
pourj=1,...,%—l
%Aj — %(%CJ - %CN_]') C\}B] — %(éRCN_j - %C]>
10.8 Le Polynome Trigonométrique p; interpole les g;
N/2 _
Pa(t) = Y Gretrrrt (Retour §5.2.2)
j=—N/2
N/2
_ kT i d BT
pG(W) = Z GJ*GH TN
j=—N/2
= %GN/Z <e_ NT/Q% + e+2”rNT/2%>
N/2-1 .
+ Z ] moduloN €+2”T% %
j=—N/2+1
N/2-1 ) N-1
. kj . _kN/2 . kj
— Z Gj€+2mﬁ7 + GN/26+227T N+ Z Gj€+2mﬁj
J=0 j=N/2+1
N—-1 ‘
— Gje—l—Qwr%
j=0
_ kT
(4) = pG(W) = Gk
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109 Le produit SP

N-1
SPj =) 8P Po#0 ssi k=(r +1) moauony (Retour §6.1.2)
k=0

- SJ (T+l) modulo N

— 2iniH

1
N
—2im & _6—2171'ﬂ

= e N

= ij . Sjr = SP=LS

10.10 Commutativité du Produit de Convolution
Périodique de deux vecteurs

N-1

1
c=ax*b & Crp = (Cba)k =N Z QD (k=) oauion  (RetOUr §6.2.1)

J=0

Posons m = (k - j)moduloN -~ j :(k - m)moduloN

| N
= L = ~ Z A(k—m)moduion Om = (Cab)k & c=bx*xa
m=0

10.11 TFD du Produit Direct de deux vecteurs

TFD(a x b) = SD,b (Retour §6.2.3)
= S(SS™HD,(SS™M)b
a=8"1A,b=5"'B = = 5%(S'Dg-1459)S*B
(7) = S*=4iR ]
= = NR Cs—24 NRB

(30) = S_IDHS = Cs—1h
=R Cnra RB
:NC’AB:N(A*B)
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10.12 Produit de deux matrices circulantes

M =C,C, (Retour §6.2.5)
SMS™' = 5C,S71SC,S™!
=D4Dp
= DAXB
M = S""D S
(30) = = Crrpiaxs)

= CTFD[(A)*TFD[(B)

= Ca*b

10.13 TFD de la différence divisée de g

TFD(Dlg]) = SD[y] (Retour §6.3.1)
= SA%(I —P)g
Y

(27) = = é(s — LS)g
= Ait(l —L)Sg
= (- D)G

(TFD(D[g]))j — Aitu e
==,G; = TFD(D[g]) =Ex G
avec =; = e‘A’”;sz (e”“% — e*i”%) QieA:T;V sin(m=-)
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10.14 TFD de la différence divisée centrée de g

Calcul tout a fait semblable a celui du §10.13

TFD(D¢[g]) = ﬁ

1
= (L7'—L
TN )Sg
1

T 2A¢

1 i L —2im=>
(TFD(DC[g])>j = (e G,

(SP~' — SP)g

(L' - )G

(Retour §6.3.2)

= 256G, = TFD(D[g]) =2 x G

avec I} = é sin(QW%)

10.15 Réponse Impulsionnelle d’un filtre Passe-bas idéal

1 pourj=0,..,q
@1, =¢0 pourj=qg+1,..N—qg—1
1 pourj=N—-gq,..,N—1

N-1 .
_ +2im Lk
Vr = g e N O]
j=0

+q )

Jj=-q
o 2im % _ ot2in(EDE

-k

1— €+27,ﬂ'ﬁ
e-‘riﬂ'% (€+i7r7(2q;1>k
et (efm% _ e“”%)

k(2¢+1) )
N

. e_iﬂ' (2q;1)k )

sin(7

sin(m£)
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10.16 Fonction de Transfert du lissage par moyenne glissée

21)% pourk =0,...,p

A =<%0 pourk=p+1,.. N—p—1
2;1 pourk=N —p,..,N —1
N-—1
LS i,
N =
T

7217rﬁ
2p +1 Z ‘
l=—p
1 6—&-22’7er1’ _ 6—2iﬂw
BE TS R p——

1 e—md <e+m7<2”“> _ e—mij@?j”)

:2p—|—1 e_urN(-i-wrN_e ’LTI']JV)
1 sin(rZ22)

"+ 1 sin(rd)

10.17 Spectre de Puissance Discret de g

Spec[g] = TFD(AC[y))

= SC,Ry
(8) = %SCQS‘@

- (sC,s7) (579)
G) = = SCQS’l) (?g)
(30) =D.G
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10.18 Puissance Totale et Variance

1
ofy = I lgr — Gol? (Retour §8.4)
k=0
1 N—-1 N-1 . N-—1 .
(4) = — N <Z 6+2i7TJWGJ> ( G—Zzw%Gp>
k=0  j=1 p=1
N-1 N-1 1 N-1 ( e
= ' G] p(ﬁ €+2”r )
N-1
(§10.1) = oty =Y _ |G,
j=1
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